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TEOREMA DIVERGENSI GAUSS menyatakan bahwa jika V adalah volume yang dibatasi oleh suatu per-
mukaan tertutup S dan A sebuah vektor yang adalah fungsi dari keduduk-
an dengan turunan-turunan yang kontinu, maka

f/fV-AdV = ffA‘"dS s #A.ds

S N

di mara n adalah normal positif (digambarkan ke arah luar) dari S.

TEOREMA STOKES menyatakan bahwa jika S adalah suatu permukaan terbuka bersisi-dua yang dibatasi oleh

sebuah kurva tertutup C yang tidak memotong dirinya (kurva tertutup sederhana) maka
jika A memiliki turunan-turunan kontinu

fA-dr = f (VxAy-ndS = ff(.VxA)-ds

4 s s
di mana C dilintasi dalam arah positif. Arah dari C disebut positif jika seorang pengamat, berjalan pada daerah

batas dari S dalam arah ini dengan kepalanya menunjuk pada arah normal positif terhadap S, maka ia mendapat-
kan permukaan ini disebelah kirinya.

TEOREMA GREEN DALAM BIDANG. Jika R adalah suatu daerah tertutup dalam bidang xy yang dibatasi
oleh sebuah kurva tertutup sederhana C dan jikka M dan N adalah
fungsi-fungsi kontinu dari x dan y yang memiliki turunan-turunan kontinu dalam R, maka

fudxwdy = //'(a_zv = 25y
4 B Gy
R

di mana C dilintasi dalam arah positif (berlawanan arah putaran jarum jam). Bila tidak ada pernyataan lain, kita
akan selalu menganggap f berarti bahwa integra'nya dimaksudkan dalam arah positif.

Teorema Green dalam bidang adalah hal khusus dari teorema Stokes (lihat Soal 4). Juga, menarik untuk di-
ketahui bahwa teorema divergensi Gauss adalah perluasan teorema Green dalam bidang di mana (bidangnya)
daerah R dan batasnya yang tertutup (kurva) C diganti oleh suatu daerah (ruang) ¥ dan batasnya yang tertutup
(permukaan) S. Berdasarkan alasan ini teorema divergensi seringkali disebut reorema Green dalam ruang (lihat
Soal 4).

Teorema Green dalam bidang juga berlaku untuk daerah-daerah yang ditatasi oleh sejumlah berhingga
kurva-kurva sederhana yang tidak berpotongan (lihat Soal-soal 10 dan 11).
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TEOREMA-TEOREMA INTEGRAL YANG BERKAITAN

! fff[¢vz¢ + (V). (Vldv = f @Vy)-ds
14

N

Ini disebut teorema identitas Green pertama

o [ffors-yrnw - [[@Ti-uvers
14

S
Ini disebut reorema identitas Green kedua atau teorema simetris. Lihat Soal 21.

s [ffvaa - [famis - [[axa

4 N N

Perhatikan bahwa disini perkalian titik dari teorema divergensi Green diganti dengan perkalian silang.
Lihat Soal 23.

4. f~¢dt = ff(nde:)dS = fdexV¢
¢ N S

5. Misalkan ¢ menyatakan sebuah fungsi vektor atau skalar bergantung pada apakah simbol o menyatakan
sebuah titik atau tanda silang atau suatu perkalian silang. Maka

ff Voydl = ffnows - f ds oy
12 S

s

fdrO\p = .{f(nxV)oxpdS ='-‘/;f(deV)°l,b

c

Teorema divergensi Gauss, teorema Stokes dan teorema-teorema 3 dan 4 adalah kasus-kasus khusus dari teo-
rema-teorema ini. Lihat Soal-soal 22, 23 dan 34.

BENTUK OPERATOR INTEGRAL UNTUK V. Adalah menarik untuk mempergunakan terminologi dari
Soal 19, bahwa operatar V . dapat dinyatakan secara sim-
bolik dalam bentuk

G 1
o = — Jds
i A, BY ?fiﬁ °
AS

dimana o menyatakan sebuah titik, tanda silang atau perkalian biasa (lihat Soal 25). Pernyataan di atas ter-
bukti bermanfaat dalam memperluas konsep-konsep gradien, divergensi dan curl kedalam sistem-sistem koor-
dinat lain dari pada sistem koordinat tegak lurus (lihat Soal-soal 19, 24 dan juga Bab 7).
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Soal-soal yang Dipecahkan

TEOREMA GREEN DALAM BIDANG

1.

Buktikan teorema Green dalam bidang jika C adalah [
sebuah kurva tertutup yang memiliki sifat bahwa se-
barang garis lurus yang sejajar sumbu-sumbu koordinat.
memotong C paling banyak pada dua buah titik.

-
i
-4
1
]
i
2
a

Misalkan persamaan kurva-kurva AEB dan AFB
(lihat gambar di samping) adalah masing-masing y =
yi(x) dan y = y,(x). Jika R adalah daerah yang diba-
tasi oleh C, kita peroleh

b Io(x) b b
oW f f M 3 f L(x) i f i ] .1
j;f - dxdy S dy |dx = M(x'y)|y=Y1(x) dx = ) M(x,Y5) (x,1y) jdx

o) R

z=a Ly=h(z) x=a
b a
= _f M(x.Yp) dx — fM(x'YQ)dx = —fde
e . b c
r
Maka ) } Md< = —ff—a‘ﬂdxd)'
£ LA

Dengan cara yang sama, misalkan persamean-persamaan kurva EAF dan EBF adalah masing-masing {
x=X,(y)dan x = X,(y). Maka

i Xo0y) f |
ff%i! dxdy f f a—Ndx dy = f [N(Xz.y) = N(X:L-Y)] dy }
&3 €
R

y=e L[x=1i(y)

e f
f N Xy, y)dy + f N(Xp,y)dy = f Ndy
f ¢ e (4
Maka (2) f Ndy = ffg—” dx dy
x

¢ R

Jumlahkan(l)dan(Z),fde +Ndy = ff(y- - B—M)dxdy.
] ) O %

. Buktikan teorema Green dalam bidang untuk

(xy +y?) dx + x? dy dimana C adalah (51
kurva tertutup dari daerah yang dibatasi. oleh
y=x dan y =x2.

y =x dan y = x? berpotongan di (0, 0)
dan (1, 1). Arah positif dalam melintasi C
seperti yang diperlihatkan dalam gambar di
samping.

Sepanjang y = x2, integral garisnya sama-dengan

1
.[((x)(x"’)-#-x‘)dx + (D (2x)dx = @R+t dx = 5
0
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Sepanjang y = x dari (1, 1) hingga (0, 0) integral garisnya

0 0
f ((x) (x) +x2) dx + x2dx = f 3x2dx = -1
i 1

Maka i i icari= 12 —1 = -
aka integral lintasan yang dicari 20 — 1 2

ff(aN %—:{)dxdy = ff[ai(xQ) - ’éay'(xyﬁ»y?)]dzdy
f (x—2y)dxdy = f f (x—2y)dydx
R x=0y
[ x
f [f (x—Zy)dy] dx f (xy —y?) r; dx
o %2 (] L2

1
f (x* =% dx = —-zlo

[¢]

"

]

sehingga dengan Jdemikian terbuktilah teoremanya.

3. Perluaslah pembuktian teorema Green dalam bidang yang
diberikan dalam Soal 1 untuk kurva-kurva C untuk mana
garis-garis yang sejajar sumbu-sumbu koordinat memo-
tong C pada lebih daripada dua titik.

Pandang sebuah kurva tertutup C seperti diperli-
hatkan dalam gambar disamping, dalam mana garis-garis
yang sejajar sumbu-sumbu koordinat memotong C pada
lebih daripada dua titik. Dengan membuat garis ST, ma-
ka daerah yang ditinjau terbagi kedalam dua buah daerah
R, dan R, yang tergolong kepada jenis yang ditinjau
dalam Soai 1 dan yang manz berlaku teorema Green,
yakni 0

ff( BM)M,

@ f Mdx + Ndy
SP7S

:
R

{2 f Mdx + Ndy
s7LS Ry
Jumlahkan ruas-ruas kiri dari (1) dan (2), maka,dengan méngabaikan integrand M dx + N dy dalam se-
tiap kasus, kita peroleh

Lh L d gt g d

STUS STIS ST s SVT s STT 143

di mana telah dipergunakan kenyataan bahwa f ' - f
ST 15

Jumlahkan ruas-ruas kanan dari (1) dan (2), dan abaikan pula integrandnya,

I« If

Ri Ry R

di mana R terdiri atas daerah-daerah Ry dan R,.
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Maka f Mdx + Ndy = ff(g—lv - %) dxdy dan dengan demikian terbuktilah teoremanya.
x
Iysvey R

Daerah R seperti yang ditinjau di sini dan dalam Soal 1, untuk mana sebarang kurva tertutup yang ter-
letak dalam R dapat disusutkan secara kontinu ke sebuah titik tanpa meninggalkan R, disebut suatu
daerah terhubung-sederhana (simply-connected region) Daerah yang tak terhubung sederhana disebut
terhubung-lipatganda (multiply-connected). Disini telah kita perlihatkan bahwa teorema Green dalam
bidang berlaku untuk daerah-daerah terhubung-sederhana yang dibatasi oleh kurva-kurva tertutup. Da-
lam Soal 10, teorema ini diperluas untuk daerah-daerah terhubung-lipat-ganda.

Untuk daerah-daerah terhubung-sederhana yang lebih rumit, perlu dibuat lebih banyak garis-garis,
seperti ST, untuk membuktikan teoremanya.

4. Nyatakan teorema Green dalam bidang dalam notasi vektor.

Kita memperoleh Mdx + Ndy = (Mi+Nj).(dxi+dyj) = A.dr,dimana, A = Mi+Nj |

dan r =x1+yj sehingga dr = dxi+dyj. ?

Juga, jika A = Mi +Nj maka

i 5k |
Vxa 2 9 o . _N,, N ON _ oM ‘
3 e Jy B2 bl AU W el
¥ N o]

Sehi VA-k=M——B-‘—’.
mgga( x ) _ax ay

Maka teorema Green dalam bidang dapat dituliskan

'§A'dr = f (Vx A)-k dR

¢ R
di manadR =dxdy

Perluasan hasil ini kepada permukaan-permukaan S dalam ruang yang memiliki kurva C sebagai batas-
nya memberikah teorema Stokes yang dibuktikan dalam Soal 31.

Metode lain.

Seperti di atas, Mdx + Ndy = A-dr = A. :' ds = A-Tds,
S
s dr _ ” - b/
di mana TR T = vektor singgung satuan pada
C (lihat gambar di samping). Jika n adalah normal satuan "

dengan arah keluar pada C, maka T =k x nsehingga

Adx + Ndy = A-Tds = A-(kxn)ds = (Axk)-nds

Karena A = Mi+Nj, B = Axk = (Mi+N) xk = Ni—Mj dan

a d -x
E_N ._:QM = V.B. Maka teorema Green dalam bidang menjadi o
B oy
fg.nds = f V.B dR
¢ R

di mana dR =dxdy.
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Perluasan hasil ini ke dalam hal di mana diferensial panjang busur ds dari sebuah kurva tertutup C di-
ganti dengan diferensial luas permukaan dS dari sebuah permukaan tertutup S, dan daerah bidang R yang
bersangkutan yang dibatasi oleh C diganti dengan volume V yang dibatasi oleh S, memberikan teorema di-
vergensi Gauss atau teorema Green dalam ruang.

[f wwis = fffwner

N

. Interoretasikan secara fisis hasil pertama dari Soal 4.
Bila A menyatakan medan gaya yang bekerja pada sebuah partikel, maka f{; A-dr adalah usaha

yang dilakukan dalam menggerakkan partikel tersebut mengelilingi suatu lintasan tertutup C dan ditentu-
kan oleh harga Vxa. Dari sini, untuk hal khusus di mana jika VxA=0 atau ekivalen dengan A =V,
maka integral mengelilingi suatu lintasan tertutup adalah nol. Ini sama artinya dengan mengatakan bahwa
usaha yang dilakukan dalam menggerakkan partikel dari satu titik dalam bidang ke titik lain tak bergan-

tung pada lintasan dalam bidang yang menghubungkan titik-titik ini atau medan gaya adalah konservatif.
Hasil-hasil ini telah diperlihatkan untuk medan-medan gaya dan kurva-kurva dalam ruang (lihat Bab 5).

Sebaliknya, jika integralnya tak bergantung pada lintasan yang menghubungkan dua buah titik sebarang

dari suatu daerah, yang berarti jika integral mengelilingi sebarang kurva tertutup adalah nol, maka

VxA=0. Dalam bidang, persyaratan VxA=0 ekivalen dengan persyaratan %M = g—i’ di mara
¥

A= Mi+Nj.

(2,1)
. Hitunglah f (10x* — 2xy% dx — 3x%? dy sepanjang lintasan x* — 6xy® = 4y°.
(0,0)

Perhitungan secara langsung adalah sulit. Walaupun demikian, dengan mengingat bahwa M = 10x* — 2xy°

oM
< 2 M - _gxy2 =
N 3x%? dan G 6xy o0

maka dari sini diperoleh bahwa integralnya tak bergantung pada lintasan.

Maka kita dapat mempergunakan sebarang lintasan, misalnya lintasan yang terdiri atas potongan-potong-
an garis-lurus dari (0, 0) ke (2, 0) dan kemudian dari 2,0) ke (2, 1).

Sepanjang lintasan garis lurus dari (0, 0) ke (2,0), y =0, dy =0 dan integralnya sama-dengan
2
10x*dx = 64.
x=0
Sepanjang lintasan garis lurus dari (2, 0) ke (2, 1), x =2, dx =0 dan integralnya sama-dengan

1
— 12?2 dy = —4.

B
[t
(=]

Maka harga dari integral garis yang diinginkan = 64 — 4 = 60.

Metode lain.

Karena %7" = %’;V , (10x* — 2xy3) dx — 3x%2dy adalah suatu diferensial eksak (dari 25— x2y3).

Maka

f(2.1) 21 @
(10x* —2xy®) dx — 3x%2dy = f d(2xP—x2% = 25 _ 28| " -
(©0,0) a S i =5 | gy T 0
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. Perlihatkan bahwa luas daerah yang dibatasi oleh sebuah kurva tertutup sederhana C diberikan oleh
3¢ xdy —ydx.
T

Ambilkan M = — y, N=x dalam teorema Green. Maka
_ = Lo D = 2ffd dy = 24
£ xdy ydx = ff (ax(x) 'ay("‘y)) dx dy X0y
R R

di mana A4 adalah luas yang diinginkan, Jadi 4 = %f; xdy — ydx.

. Carilah luas dari elips x = a cos 6, y = b siné.

2m
Luas ,= %ﬁ xdy — ydx = Jz'f (a cos O) (b cos @) df — (b sinB)(—a sinB) d6
0

2w 2m
= ‘z"f ab (cos?0 + sin20)d6 = %f abdf = Tab
0 0

. Hitunglah f(y~ sinx)dx + cosx dy, dimana C
c
adalah segitiga dari gambar di samping:
(@) secara langsung

(b) pergunakan teorema Green dalam bidang.

(a) Sepanjang 04, y = 0, dy = 0 dan integralnya sama-

dengan
2 R
j(; (0 —sinx)dx + (cosx)(0) = f — sinx dx 0 172,0)
0
/2
= COSzIo = —1
Sepanjang 4B, x = 757 *=0 dan integralnyasama-dengan
1 -
f (=10 + 0dy = 0
0
Sepanjang BO, y = ="r7dx dan integralnya sama-dengan
0 2
22 = 4 2
f (%—sinx)dx + %cosxdx = (% tcosx + sm:\:)lw/2 = 1 - i =5
/2
. 7 2 - v 2 .
Maka integral sepanjang C = =1 + 0 + 1 — f &g
_ " oN _ _ oM _
() M = y —sinx, N = cosx, o sinx, ay 1 dan

f(; Mdx + Ndy ff(ax B )dxdy = { (—sinx — 1) dydx

/2 2x/m /2 2%
f [ [ (— sinx — 1) dy:]dx = f (—y sinx —y) l dx
x=0 y;O

x=0

[}

/2 /2
% 2 Sl ] i _"’ s T
[ (—-? sinx — —ﬁ)dx = ( x cosx + sinx) [ 7 2

sesuai dengan bagian (a).
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Perhatikan bahwa meskipun terdapat garis-garis yang sejajar sumbu-sumbu koordinat (berimpit dengan
sumbu-sumbu koordinat dalam hal ini) yang memotong C dalam tak berhingga banyaknya titik-titik,
teorema Green dalam bidang tetap berlaku. Pada umumnya, teorema ini berlaku bila C tersusun oleh sejum-
lah berhingga potongan-potongan garis lurus.

Perlihatkan bahwa teorema Green dalam bidang juga berlaku untuk daerah terhubung-lipat-ganda R seperti
yang diperlihatkan dalam gambar di bawah ini.

Daerah berbayangan R yang diperlihatkan di bawah, adalah terhubung-lipat-ganda karena tidak setiap
kurva tertutup yang terletak dalam R dapat disusut-
kan ke suatu titik tanpa meninggalkan R, yang dapat
diamati dengan misalnya memandang sebuah kurva
yang mengelilingi DEFGD. Batas dari R, yang terdiri v
dari batas luar AHJKLA dan batas dalam DEFGD,
dilintasi dalam arah positif, sehingga seseorang yang
berjaian menurut arah ini selalu mendapatkan bahwa
daerah R disebelah kirinya. Terlihat bahwa arah-arah
positif adalah arah-arah yang ditunjukkan dalam gam-
bar disamping.

Untuk membuktikan teorema ini, buatkan sebuah
garis, seperti AD, yang disebut sebuah penyilang
(cross-cut), yang menghubungkan batas-batas luar 0
dan dalam. Daerah yang dibatasi oleh ADEFGDAL-
KJHA adalah terhubung-sederhana dan dengan de-
mikian berlaku teorema Green. Maka

Mdx + Ndy = ff (—gﬂ—%"—)dmy
x Oy
3

Tetapi integral disebelah kiri, dengan mengabaikan integrannya, sama dengan

e e e o

AD DEFGD D4 ALKJHA DEFGD ALXJHA

ADEFGDALKJHA

karena -/;D = —jD‘A . Jadi jika kurva C, adalah kurva ALKJHA, C, kurva DEFGD dan C adalah batas dari

R yang terdiri atas C, dan C, (dilintasi dalam arah positif), maka L + L = _l; dan dengan demikian
1 2

§ ON oM
dx + = o
4 Mdx + Ndy ﬁ. (ax ) dx dy
R

Perlihatkan bahwa teorema Green dalam bidang berlaku untuk daerah R, dari gambar dibawah, yang dibatasi
oleh kurvakurva sederhana C; (ABDEFGA), C, (HKLPH), C3 (OSTUQ) dan C4 (VWXYV).

G
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Buatkan penyilang-penyilang AH, LQ dan TV. Maka daerah yang dibatasi oleh AHKLQSTVWXYVTU-
QOLPHABDEFGA adalah terhubung-sederhana sehmgga teorema Green berlaku. Integral melalui batas ini
sama-dengan

Jo o Jo fefe oo [o f= O 5

VT roQ QL LPH H4 ABDEFGA
Karena integral-integral sepanjang AH dan HA, LQ dan QL, TV dan VT secara berpasangan saling mengha-
puskan, integral ini menjadi

Llodffd

r5Q

LPH ABDEFGA
AY
AL LPH gsr 1y 17644 ABDEFGA
= + + +
FXLPH 0TI THYTV ABDEFGA
: f - f . f i f . f
Cs T Ca e, c

di mana C adalah batasnya yang terdiri atas Cy, C;, C3, dan C4. Maka

fde+Ndy = ff(arv Uy dxdy
c

sebagaimana dikehendaki.

12. Buktikan bahwa f Mdx + Ndy = 0 mengelilingi sebarang kurva tertutup C dalam suatu daerah terhu-
(4
bung sederhana jika dan hanya jika oM -

=r'

T di semua titik dalam daerah itu.
Anggaplah M dan N kontinu dan memiliki turunan-turunan parsial kontinu di semua titik dalam daerah
R yang dibatasi oleh C, sehingga teorema Green berlaku. Maka

fde+Ndy - ff(aN )dxdy
e

ke oM « N gdlam B, makajelas f Mdx + Ndy
dy  Ox

{5
Sebaliknya, andaikan f Mdx + Ndy
¢

fe)
= untuk semua kurva-kurva C. Jika ‘—a-iv == %;M > 0
pada sebuah titik P, maka dari sifat kontinu turunan-turunnya, berlaku bahwa gN - S—M > O0dalam bebe-
* %
rapa daerah 4 yang mengelilingi P. Bila I" adalah batas dari 4 maka

fde‘r-Ndy ff( )dxdy> 0
T

yang bertentangan dengan anggapan bahwa integral garis mengelilingi setiap kurva tértutup adalah nol
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Dengan cara yang sama, anggapan N - %yM < 0 menghasilkan suatu kontradiksi. Jadi g—iv - gy—M =0

Ox

pada semua titik.

Perhatikan bahwa persyaratan —SM = g—’! ekivalen dengan VxA = 0 dimana A = Mi+Nj (li-
Y x

hat Soal-soal 10 dan 11, Bab 5). Untuk perluasannya pada kurva-kurva dalam ruang, lihat Soal 31.

. —yi+
13. Misalkan F =-—;,‘,+Ly:j. (¢) Hitunglah V x F . (b). Hitunglah fF- dr mengelilingi sebarang kurva
tertutup dan jelaskan hasilnya.
i j k

@ VxF = Bi 2 21 = 0 dalam sebarang daerah tidak termasuk (0, 0).
x Oy Oz

—y x

24y2 z 0

22 +y
®) f F.dr = f:—%‘—iﬁl . Misalkan x = pcos @, y = p sin¢, dimana (p, ¢) adalah koordi-
x“+y

nat-koordinat polar. Maka

dx = —psing dp + dpcosp, dy = pcos dp + dpsing
dan dengan deinikian s £ Ko L Y . (arc tan 43
pre ¢ =)

Untuk sebuah kurva tertutup ABCDA (lihat Gambar (a) di bawah) yang mengelilingi titik asal, ¢ =0
di A dan ¢ = 27 setelah melakukan satu lintasan lengkap kembali di 4. Dalam hal ini integral garis sama

2m
denganl dop = 2m.

Y 4
B Q s
C,
0 - s &
\\J % R S .
D 1) L x
Gambar (a) Gambar (b).

Untuk sebuah kurva tertutup PQRSP (lihat Gambar (b) di atas) yang tidak mengelilingi titik-asal,
¢ = ¢, di P dan ¢ = ¢, setelah melakukan satu lintasan lengkap kembali di P. Dalam hal ini integral garis

r¢o
sama-dengan % dp = 0.

(e}

Karenab F=M+Niji, VxF=0 ekivalen dengan %% = S—N maka hasilnya tampak bertentangan
x

dengan hasil dari Soal 12. Walaupun demikian, tidak terdapat kontradiksi karenaM = -;Q_T;dean N = ;;;?

tidak memiliki turunan-turunan yang kontinu di seluruh sebarang daerah yang mengandung (0, 0), dan ini
dianggap berlaku dalam Soal 12.

TEOREMA DIVERGENSI

14. (a) Nyatakan teorema divergensi dalam kata-kata dan (b) tuliskan dalam bentuk koordinat-koordinat tegak-

lurus.
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(a) Integral permukaan dari komponen normal sebuah vektor A mengelilingi sebuah permukaan tertutup
sama-dengan integral dari divergensi A dalam volume yang diselubungi oleh permukaan di atas.

04, . 23:12 . aA,,‘
ax Oy Oz
Normal satuan terhadap S adalah n = ny i + npj +ngk. Makang=n-i =cosd, np=n-j =

cos £ dan ny= n.k = cos?y, dimana a, B, ¥ adalah sudut-sudut yang dibuat n masing-masing dengan
sumbu-sumbu x, y, z atau dengan arah-arah i, j, k. Besaran-besaran cos &, cos 8, cosy adalah arah-arah

(b) Misalkan A = Aqi + Aoj + Agk. Maka divA= V.5 =

cosinus dari n. Maka

An = (A;i +Ayj +A3k)- (cos@i + cos3j + cos?y k)

Ajcos@ + Apcosf3 + Azcosy

dan teorema divergensi dapat dituliskan

ff (—aai + %+ a—;g)dxdydz = ff(A1 cos @ + AgcosB + Azcosy)dS
x Y z
4 §

15. Demonstrasikan teorema divergensi secara fisis.
Misalkan A = kecepatan v pada sebarang titik dari fluida yang bergerak. Dari Gambar (a) di bawah:

Volume dari fluida yang melewati dS dalam At detik
= volume yang terkandung dalam silinder dengan luas alas dS dan tinggi atau panjang vA¢
= (vAt)+ndS = v-ndS At

Maka volume per detik dari fluida yang melewatidS =v - ndS

Gambar (a) Gambar (b)

Dari Gambar () di atas :

Volume total per detik dari fluida yang keluar dari permukaan tertutup S

- [ vnes

N

Dari Soal 21 Bab 4, V.yvdv adalah volume per detik dari fluida yang keluar dari sebuah elemen
volume d V. Maka
Volume total per detik dari fluida yang keluar dari semua elemen volume dalam S

. j;ffv-vd‘/
o [ vnas - fyff Vevay

N
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16. Buktikan teorema divergensi.

S, = fp(x.y)

Misalkan S sebuah permukaan tertutup yang sedemikian rupa sehingga sebarang garis sejajar sumbu-
sumbu koordinat memotong S paling banyak pada dua buah titik. Anggaplah persamaan-persamaan dari
bagian-bagian bawah dan atas, S, dan S,, masing-masingnya adalah z = f, (x, y) dan z =f; (x, y). Nyata-
kan proyeksi dari permukaan pada bidang xy dengan R. Pandang

fff s 4y - ffr 2 dzdydx = ff ffg(x'y)%‘z- dz | dydx

R z=f,(x.y)

f f A (x,y,2) If"’ dydx = [ i 1dyd
3 WY Z=f; Yy ax = Aa(x:YI.{Q) G Q(Z-Y-fi) yax
R ‘ R

Untuk bagian atas S,, dydx = cos Y, dS; =keny dS; karena normal n, terhadap §, membuat sudut
lancip 7, dengan k.

Untuk bagian bawah S;, dydx = —cos ¥, dSy = —k+ny dS; karena normal n; terhadap §; membuat
sudut tumpul 7y; dengan k.

Maka ff Aa(x,y,f2) dy dx
R

fan k-nyp dS,

Sz
ffAs(x.y.fi)dydx = - ffAsk-n1d31
R Sy
da
ffAs(x,y,fQ) dydx — ffAs(x,y,fi) dydx = fan k-ny, dS, + fan ken, dS,
R R S? S1
= fan ken dS
N
sehingga

fffa’qs v = {fAsk.nds

Dengan cara yang sama, dengan memoroyeksikan S pada bidang-bidang koordinat lainnya,
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fffa"ldv ffA,_l.ndS
S
9,
Higgar - [fors
14
Jumlahkan (1), (2) dan (3),

S
941, 94 Oy
ff (-ax + a_'y +¥)dl’
14

atau ff V.adv
4

Teorema ini dapat diperluas pada permukaan-permukaan yang ada sedemikian rupa sehingga garis-ga-
ris yang sejajar sumbu-sumbu koordinat memotongnya pada lebih daripada dua buah titik. Untuk mem-
buktikan teorema ini, bagikan daerah yang dibatasi S kedalam subdaeran-subdaerah yang permukaan-permu-
kaannya memenuhi persyaratan ini. Prosedur ini analog dengan yang dipergunakan pada teorema Green
dalam bidang.

f (Aqi + Apj + Agk)+n dS

[fanss

S

"

17. Hitunglah ff F-ndS,dimana F = 4xzi—9y2j +yzk dan S adalah permukaan kubus yang di-

N
batasioleh x=0,x=1,y=0,y=1,z=0, z=1.

Dari teorema divergensi, integral yang dimintakan sama-dengan

fJfV-F dv fff [39;(4“) + %(_yz) + ‘aa;(yz)] av
4 v _
1 1 1
fff(‘iz—y)dl" = f f f (4z—y) dzdydx
v

x=0 y¥y=0 2z=0

I 1
f f —yz Yoo dydx = f f (2—y)dydx = %

x=0 y=0 %=0 y=0

n

Integral permukaan dapat pula dihitung secara langsung seperti dalam Soal 23, Bab 5.

18. Periksalah kebenaran teorema divergensi untuk A = 4xi—2y?j + zk yang diintegrasikan melalui ruang
yang dibatasi oleh x? + y2 =4, z=0 dan z =3.

[ntegral volume = ff Viadv = fff[ (4x) + % (—-Zy Y+ Baz (z?)} dv
v
Ja—x?
fff (4—4y +22)dV = f f f (4—4y+2z)dzdydx = 841

v x=-2 y=-,/4-x2 z=0

I

Permukazn S dari silinder terdiri atas alas §; (z =0), tutup atas S, (z = 3) dan bagian cembung S3(x? +
2
=4). Maka

Integral permukaan = ffA-n ds = ffﬂ'ﬂ dSy + ffA'“ dSp + ff A-n dSg

S S ) S3




TEOREMA DIVERGENSI TEOREMA STOKES, DAN TEOREMA INTEGRAL YANG BERKAITAN 121

Pada §; (z=0), n=—k, A = 4xi—2y2?j dan A - n =0, sehingga ffA-ndSl=0.

Pada S, (z=3), n=k, A = 4xi— 2y?j + 9k danA-n=9,sehinggaS1

ffA-n dS, = fodsg = 367, karena luas §, =47
Sz Sa

Pada S; (x? + ¥ = 4). Sebuah garis yang tegak-lurus x2 + y2 = 4 mempunyai arah V(x2+42) = 2x{ +

20 +2y]§ 2 xi+yj}

j.Maka normal satuannya adalah n = ———— karena x* +y% = 4.
o 4 ‘/4124_472 2
Aen = (4:1—2y2j+z2k).(ﬂ;—”) = 2248

dV =dxdydz

Dari gambar di atas, x =2 cos§, y =2sin8, dS; = 2d0dz, dan dengan demikian

27T 3
A'ndS; = r [2(2 cos 6% — (2sin 6] 2dz d6
.

Sa 0

=0
27 27

= f (48 cos?20 — 48 sin®0)dO = f 48 cos?20df = 48w
6=0 9=0

Maka integral permukaan = 0 + 367 + 487 = 84w, yang mana sesuai dengan integral volume dan dengan
demikian kebenaran teorema divergensi ini terbukti.

Perhatikan bahwa perhitungan integral permukaan melalui §; dapat juga dilakukan dengan mempro-
yeksikan S3 pada bidang-bidang koordinat xz atau yz.

19. Jika div A menyatakan divergensi sebuah medan vektor A pada sebuah titik P, perlihatkan bahwa

! ’ A'n dS
divA = lim

A7-0 AV

di mana AV adalah volume yang diselubungi oleh permukaan AS dan limitnya diperoleh dengan menyusut-
kan AV ke titik P.

Menurut teorema divergensi, fffdlvA dyi" = ffA-n dS

Ay As
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Menurut teorema harga rata-rata dari integral, ruas kiri dapat dituliskan
divAffde = divAa AV
Y4

di mana div A adalah suatu harga antara maksimum dan minimum dari div A di seluruh AV. Maka

f A-n dS

AvA = e
Av

Ambilkan limit AV — 0 sedemikian rupa sehingga P selalu didalam A V, maka divA mendekati harga

div A pada titik P; oleh karena itu
ff A-ndS
divA = lim a8

AT—=0 AV
Hasil ini dapat diambil sebagai titik awal pendefinisian divergensi dari A, dan darinya semua sifat-sifat
dapat diturunkan termasuk pembuktian teorema divergensi. Dalam Bab 7 kita pergunakan definisi ini untuk

memperluas konsep divergensi sebuah vektor kedalam sistem koordinat lain yang berbeda dari sistem koor-
dinat tegak lurus. Secara fisis,
f A-ndS

AS
Av
menyatakan fluks atau neto aliran-keluar setiap volume satuan vektor A melalui permukaan AS. Jika div A
positif dalam lingkungan (neighborhood) sebuah titik P, ini berarti bahwa aliran-keluar dari P adalah positif
dan kita menyebut P sebuah sumber. Begitupula, jika div A negatif dalam lingkungan P, aliran-keluarnya
sebenarnya aliran kedalam dan P disebut sebuah sungap (sink). Bila dalam suatu ruang tidak terdapat sum-
ber dan sungap, maka div A = 0 dan kita menyebut A sebuah medan-vektor solenoidal.

20. Hitunglah /:[r-n dS, di mana S sebuah permukaan tertutup.
S

Menurut teorema divergensi,

ff,.nds ffVV-rdV
S 14
ff (%i+%j+%k).(xi+yj+zk)dy
|4

fff(—g—z+%+—g—i)dl/ 3ffde=3V
14 14

di mana V adalah volume yang diselubungi oleh S.

21. Misalkan fff@vﬂu — yVip)dv =. ff(¢V¢ — YVe).ds.
v S

Ambilkan A = ¢V dalam teorema divergensi. Maka

ff V-@Viydv ™ 'ff(cbvsb)-nds' = ff«bWJ)-ds
4 S S

0]
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Tetapi Ve@dVy) = dV-Vy) + (Y)Y = VY + (Viy-(Vyy
Jadi fffv-(¢V¢) v = fff [DV'Y + (Vr- (V] dv

14 4
at: -

1) fvf [@V'y + (Y -(Vh]av = {f@W})-ds

yang mana membuktikan identitas Green yang pertama. Pertukarkan ¢ dan { dalam (1),

) fff WV + (V-(Ypyl dv = ff WVey-ds
'3 S

Ambilkan selisihnya antara (2) dan (7), kita peroleh

@ ff @V - YViyar = f @V — YVo)-ds
14

S

vang mana adalah identitas Green kedua atau teorema simetrik. Dalam pembuktian di atas kita telah ineng-
anggap bahwa ¢ dan  adalah fungsi-fungsi skalar dari kedudukan dengan paling sedikit turunan-turunan ke-
dua yang kontinu.

22. Buktikan fffV¢ v = ffqbn ds .
v S

Misalkan A = ¢C dalam teorema divergensi dimana C vektor konstan. Maxka

ff V.pcydr = f(}bC-ndS
7

N

Karena V-@c) = (Vg)-c = ¢-V¢ dan ¢C:n = C-(Pn),

fvffc'v¢dv . {fC-(cbn)ds

Keluarkan C dari tanda-tanda integral,

c.ffde)dV = C~Jf¢nd5
14 S
karena C adalah sebuah vektor sebarang, maka

ff Ve dy = ffqbnds
14 S
23. Buktikan/ffoBdI/ = ffandS.

4 S

Misalkan A = B x C dalam teorema divergensi di mana C sebuah vektor konstan. Maka

ff V.@®xc)dv = f(BxC)-ndS
v

S
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Karena V+(BxC) = C+(VxB) dan (BxC)-n = B:(Cxn) = (Cxn):B = C-(nxB),

fffc.(Vxn)dV ffc.(an) ds
14

S
Keluarkan C dari tanda-tanda integral
c-fffoBdV = C-ffandS
14 S
dan karena C sebuah vektor sebarang, maka
fffoBdV = ffandS
i S

24. Perlihatkan bahwa pada sebarang titik P

ffdmds Afsfnx“s

@ V¢ = lim ¥ e . T

i e ST S
-0 AV e

1
AT—o A

di mana AV adalah volume yang diselubungi oleh permukzan AS, dan limitnya diperoieh dengan me-
nyusutkan AV ke titik P.

(a) Dari Soal 22, ff Vo dy = ffdmds. Maka ff Vp-1dv = ffcbn-lds.
AV As N4 AS

Pergunakan prinsip yang sama yang diterapkan dalam Soal 19, kita peroleh

ff¢>n-1ds

Vi~ SraAssl Sl
¢ AV

di mana % oi adalah suatu harga antara maksimum dan minimum dari V.1 diseluruh AV Am-
bilkan limit AV - 0 sedemikian rupa sehingga titik P selalu berada dibagian Qalam AV, makaV¢ «1 men-

dekati harga
f f ¢n-i dS
e L

Vi = 1
@ ve A= Av o
Dengan cara yang sama kita peroleh
f én-§ds
S
V . = 1 —
& e A= Av
f f én-k dS
Vé.k = lim =2 f
L ? Av=0 Av

Perkalikan (1), (2), (3) masing-masingnya dengan i, j, k, dan jumlahkan, dengan mempergunakan

Vo = (Vo-iyi + (Vo 1i + (Vp-K)k, n = (ned)i + (n-J)j + (n-k)k

(lihat Soal 20, Bab 2) maka diperoleh hasil yang diinginkan.
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(b) CGantikan B dengan A dalam Soal 23, ff VxAdv = ff nxAdS.
AS

AV

Maka seperti dalam bagian (a), kita dapat memperlihatkan bahwa

ff (nxA)-i dS
Vukysd = 3w 2o
=R AV-0 AV

dan hasil-hasil lainnya yang sama di mana j dan k menggantikan i. Perkalikan dengan i, j, k dan jumlah-
kan, maka diperoleh hasil yang diinginkan.

Hasil-hasil vang diperoleh ini dapat diambil sebagai titik permulaan untuk mendefinisikan gradien
dan curl. Dengan mempergunakan definisi-definisi ini, dapat dilakukan perluasan kedalam sistem-sis-
tem koordinat yang lain daripada sistem koordinat tegak-lurus.

25. Buktikan ekivalensi operator
43 1
v = lim —— # dsS o
i Av-0 AV
A%

di mana o menyatakan perkalian titik, perkalian silang atau perkalian biasa.

Untuk membuktikan ekivalensinya, maka hasi! operasinya pada medan ve%tor dan skalar haruslah se-
suai dengan hasil-hasil yang telah dibuktikan.

Jika o adalah perkalian titik, maka untuk sebuah vektor A,

: 1
1im == f f dS o A
a0 AV
AS
atau
div A im - f ds-A
Ay-0 AV
AT

i 1
lim — ffA-n ds
A0 AV
AS

Voa

[}

yang telah dibuktikan dalam Soal 19.

Begitu pula, jika o adalah perkalian silang,
curlA = VxA = lim —LffdsxA
Ar-0 AV
AS

= lim —LffnxAdS
ar-0 Ay
As

yang telah dibuktikan dalam Soal 24 ().

Juga bila o adalah perkalian biasa, maka untuk sebuah skalar ¢,

o = i =1 ds o \Y = H 4 I ff ds
Lo Al;)ino Ay ff Bog atw Vi Avino Av ¢
AS AS

yang telah dibuktikan dalam Soal 24 (q).



126 TEOREMA DIVERGENSI, TEOREMA STOKES, DAN TEOREMA INTEGRAL YANG BERKAITAN

26. Misalkan S sebuah permukaan tertutup dan r menyatakan vektor posisi dari sebarang titik (x, y, z) yang di-
ukur terhadap titik asal O. Buktikan bahwa

n-r
ﬂrs ds
S

sama dengan () nol jika O terletak di luar S, (b) 47 jika O terletak di dalam S. Hasil ini dikenal sebagai
teorema Gauss.

(a¢) Menurut teorema divergensi, f "—3' dS = ff VL dn.
E 3
S 14 g

Tetapi V-r% = 0(Soal 19, Bab 4) pada semua titik di dalam I’ asalkan r # 0 dalam V, yakni asalkan

O berada di luar ¥ jadi berada di luar S. Maka ff nrogs = 0.
T
5

(b) Jika O di dalam S, selubungi O dengan sebuah permukaan bola kecil s berjejari a: Misalkan 7 me-
nyatakan daerah yang dibatasi S dan s. Maka menurut teorema divergensi.

Weze st il o

Sts S 5

karena r # 0 dalam 7. Jadi

Pada S,r=a,n=—aL sehingga %:Mﬂz_uz_ dan

a
E o2 e e
n-r n-r 1
e S = - LLbAE = = d
[Joes - - [frwa - [Jas -
S s 5

27. Interpretasikan teorema Gauss (Soal 26) secara geometris.

Eol"‘

47Ta?_

4717

"
rol"‘
» %
~—
a
95}
0]
15}
N
[l

Misalkan dS menvatakan luas sebuah elemen
permukaan dan hubungkan semua titik pada batas
dari dS dengan O (lihat gambar di samping), sehing-
ga dengan cara demikian terbentuk sebuah kerucut.
Misalkan d§2 luas sebagian permukaan bola dengan
pusat di O dan berjejari r yang dipotong kerucut ini;
maka sudut ruang yang dibentuk d4S pada titik O

didefinisikan sebagai dw = —— yang secard nu-
r
merik sama-dengan luas sebagian permukaan bola
di atas dengan titik pusat di O dan berjejari satuan
yang dipotong oleh kerucut. Misalkan n adalah nor-

mal satuan positif terhadap dS dan 6 sudut antara

n dan r; maka cos & = y Juga,d{) = +dS cos &

= f "75 dS schinggadw = + E,Tr dS ,tanda +

atau — dipilih sesuai dengan sudut 6 yang dibentuk
antara n dan r apakah lancip atau tumpul.

Misalkan S sebuah permukaan, seperti dalam Gambar («) di bawah, yang adalah sedemikian rupa se-
hingga S dipotong oleh sebarang garis tidak lebih daripada dua buah titik. Jika O terletak di luar §, maka
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pada suatu kedudukan seperti 1, 23f d5 = dw; sedangkan pada kedudukan 2, % dS = —dw. Integrasi
e

melalui daerah-daerah ini hasilnya nol, karena kontribusi terhadap sudut-ruang saling menghapuskan. Bila

integrasinya dilakukan melalui § maka ffﬂr?r dS = 0, karena untuk setiap kontribusi positif terdapat
N
pula kontribusi negatifnya.
Sedangkan dalam hal dimana O terletak di dalam S, maka pada kedudukan seperti 3, Er?r dS = dw

dan pada 4, % dS = dw sehingga dengan demikian kontribusinya saling menambah daripada meng-

hapuskan. Sudut ruang total dalam hal ini sama dengan luas permukaan sebuah bola satuan yang adalah

. n.r
4, sehingga dengan demikiang ff 5 d5 = 47,
S

Gambar (a) Gambar (b)

Untuk permukaan-permukaan S, di mana sebuah garis dapat memotong S pada lebih daripada dua buah
titik, keadaan yang tepat sama juga berlaku seperti terlihat pada Gambar (b) di atas. Bila O berada di luar
S, misalnya, maka sebuah kerucut dengan sudut puncak di O meriotong S pada sejumlah genap tempat-tem-
pat dan kontribusinya pada integral permukaan adalah nol karena sudut-ruang yang terbentuk di O secara
berpasangan saling menghapuskan. Sedangkan bila O berada di dalam S, maka sebuah kerucut dengan su-
dut-puncak di O memotong S pada sejumlah ganjil tempat-tempat dan oleh karena kontribusi yang saling
menghapuskan hanya terjadi untuk yang berjumlah genap, maka selalu terdapat kontribusi 4 m untuk
seluruh permukaan S.

Sebuah fluida dengan kerapatan p (x, v, z, t) bergerak dengan kecepatan v (x, y, z, t). Bila tidak terdapat
sumber dan sungap,_buktikan bahwa.

Vg + %:—3 =0 dimana J = pv

Pandang sebarang permukaan yang menyelubungi volume V dari fluida. Massa fluida di dalam volume

V pada setiap saat adalah
M = ff pdv
v

Laju pertambahan massa ini adalah
] Jifs
- = = v .= =—dV
B % % o
4 v

Massa fluida per satuan waktu yang meninggalkan 1" adalah
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29.

[

(lihat Soal 15) dan dengan demikian laju pertambahan massa adalah

—ffpv-n ds = —ff V. (ovydV
S 14

menurut teorema divergensi. Maka

fffa_pdv = —ff V. (ov) av

ot

v v

ff (V-(pv)+-a—e)dV T
; ot

Karena V sebarang, intezrannya, yang dianggap kontinu, haruslah rol, berdasarkan alasan yang sama
seperti yang dipergunakan dalam Soal 12. Maka

atau

V-3 +? =0 di mana J = pv
3

Persamaan ini disebut persamaan kontinuitas. Jika p konstan, maka fluidanya tak-termampatkan (incom-
pressible) dan V.v = 0, yakni v adalah solenoidal.

Perszmaan kontinvitas di atas juga berlaku dalam teori elektromagnetik, di mana p adalah kerapatan
muatan dan J = pv adalah kerapatan arus.

Jika temperatur pada sebarang titik (x, y, z) dari sebuah zat padat pada saat ¢ adalah U(x, y, z, t) dan bila
k, p dan ¢ masing-masing adalah konduktivitas panas, kerapatan dan kapasitas panas zat padat, yang diang-
gap konstan, perlihatkan bahwa

%ﬁj L YV di mana k = x/pc

Misalkan ¥V adalah sebarang volume di dalam zat padat dan misalkan S menyatakan permukaannya.
Fluks total dari panas yang melalui S, atau kuantitas panas yang meninggalkan S persatuan waktu, adalah

ff(-—KVU)-n ds
S

Jadi kuantitas panas yang memasuki S per satuan waktu adalah

() ff(KVU)-n ds = jffv-(KVU) dv
N v

menurut teorema divergensi. Panas yang terkandung dalam volume V diberikan oleh

[l
4
Maka laju pertambahan panas adalah

2 [[feover - [ffer2
@ b cpUdv ;] o 5 av

Samakan ruas kanan dari (/) dan (2),
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fff [cp-—- V. Vinldv = o

dan karena V' sebarang, integrandnya, yang dianggap kontinu, haruslah nol sehingga
P U . V.« Vi
ot

atau jika k, ¢, p adalah konstanta-konstanta, maka

U | KyWy = xVi
a,‘chV“ kVu

Besaran k disebut koefisien difusi. Untuk aliran panas dalam keadaan tunak (yakni %ZQ = atou U tak

bergantung pada waktu) persamaannya ter-reduksi menjadi persamaan Laplace VQU =0.

TEOREMA STOKES
30. (a) Nyatakan teorema Stokes dalam kata-kata dan () tuliskan’dalam bentuk koordinat tegak-lurusnya.

(a) Integral garis dari komponen tangensial sebuah vektor A mengelilingi sebuah kurva tertutup sederhana
C sama-dengan integral permukaan komponen normal dari curl A melalui sebarang permukaan S de-
ngan C sebagai batasnya.

(b) Seperti dalam Soal 14(b),

A = Ay +Apj+Agk, n = cos®i+cosBj +cosyk
Maka

i i k

. |22 2| . (%4594 OAy _ 945 Ody _ QAayy

Vxa = 133 3 el ol cr LI mand
Al AQ AS

04 04
(VXA)-!: = (‘%A—s-——a—AZ—)cos(!-&(%A—1 %A—a)cos,B +(-§x—3—-$1—)cos’)/
A-dr =  (Aqd +Aod + Agk)-(dxi +dyj+dzk) = Aidx + Apdy + Agdz

dan teorema Stokes menjadi

ff [(B—A3 ___6_,:12)c s+ (%—Aé— éie- os 3 +(§—A-2—%—j—1)cos'y]ds = fAidx+A2dy+A3dz
c

31. Buktikan teorema Stokes.

Misalkan S sebuah permukaan yang adalah sedemi-
kian rupa sehingga proyeksinya pada bidang-bidang xy,
yz dan xz adalah daerah-daerah yang dibatasi oleh kurva-
kurva tertutup sederhana, seperti ditunjukkan dalam
gambar di samping. Andaikan § dinyatakan oleh z =
f(x, y) atau x = g(x, y) atau y = h(x, z),dimanaf, g h
adalah fungsi-fungsi yang berharga tunggal, kontinu dan
diferensiabel. Kita harus memperlihatkan bahwa

f (VxAy.ndS = f [Vx(4,1 + 4,5 + 4K)]-n dS
s 5
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= fA-dr

(4
di mana ( adalah batas dari S.

Pertama pandangfj [Vx(4:1)] +n dS.
S

i i'ok
24 04
Vx i = 9 9 9 - 1. _ 1
Karena V X (441) % 5 By > i 5 k,
Aq 0 0
9
(H (Vx(4,:1]-n dS = ¢ Aln.j _ %n.k)ds
2z e
Jika z = f(x, y) diambil sebagai persamaan dari S, maka vektor posisi dari sebarang titik pada S adalah
r=xi+yj+zk =xi+yj+f(x,y)k sehingga i =4 +é k=3+ éﬁk. Tetapi ﬁ adalah sebuah
dy dy 9y Oy

vektor singgung terhadap S (lihat Soal 25, Bab 3) jadi dengan demikian tegak-lurus n, sehingga

n §r_ = n-j +in-k = 0 atau nej = —-in-k

Jy Oy

Substitusikan dalam (/) maka diperoleh

OA4 Q4,4 243 92 04
of w2 el ek A4S 2 et Pk e o h S
(aznj ayn ) ( 3z8ynk n-k)dS
atau
04, A, Oz
(2) (Vs (S Joimi S o= e (ol 4 SEO2,
x (A11)] +m (ay*'azay)nkds

245, 245 2: _ 3F

Pada S, A4(x,y,2z) = A (x, Lf(x,y)) = F(x,y); oleh karena itu
1(x,y 1(xy.f(x.y)) (xy) ~ S o By

(2) menjadi

(Vx@,h]-nds = AR A 4 -—dedy

dy %

f [Vx@0]-nds = ff— OF yedy
9y
5 3

di mana R adalah proyeksi S pada bidang xv. Menurut teorema Green dalam bidang, integral yang terakhir

Maka

sama-dengan £ F dx di mana I’ adalah batas dari R. Karena pada tiap-tiap titik (x, ) dari [’ harga dari
i

[ sama dengan harga 4, pada tiap-tiap titik {x, v, z) dari C, dan karena dx adalah sama untuk kedua kurva,

maka kita harus memperoleh
; Fdx = f Aqdx
i

4

\[ [Vx(Aii)]-n ds = \i‘ Ay dx

N

atau

Begitu pula, dengan memproycksikan pada bidang-bidang koordinat lainnya,
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er [Vx (4o5))-n dS = i/*zdy

S
{f [Vx(Ask)]'ndS § Agdz
vS c

Jadi dengan menjumlahkan,

ff(VxA)'ndS = §A-dr
S

c

"

Teoremainijuga berlaku untuk permukaan-permukaan S yang tak memenuhi persyaratan-persyaratan
vang dikenakan di atas. Karena andaikan S dapat dibagi-bagi kedalam permukaan-permukaan 81, 83, eer Si
dengan batas-batas C,, ;. ..., (x yang mana memenuhi persyaratan-persyaratan di atas, maka teorema
Stokes berlaku untuk tiap-tiap permukaan. Dengan menjumlahkan integral-integral permukaan ini, maka
diperoleh integral permukaan total melalui S. Dengan menjuntahkan integral-integral garis yang bersangkut-
an sepanjang Cy, C,. .... Cy. maka diperoleh integral garis senanjang C.

Periksalah kebenaran teorema Stokesuntuk A = (2x — y)i — yz2j — v’z k,di mana S adalah separuh dari per-
mukaan bola x? + ¥2 +z2 = 1 bagian atas dan C batasnya. '

Batas (' dari S adalah sebuah lingkaran dalam bidang x) yang berjejari satu dan berpusat dititik asal.
Misalkan x = cost, y =sint, z=0, 0<r<2madalah persamaan-persamaan parameter dari C. Maka

f A<dr = f (22 —y)dx — y2dy -- y%z dz

(o} C
2m
= f (2 cost — sint) (—sint)dt = 7
(o
i J
Juga, UxAa = 9 _\@ 9 = ok
- l Ox % oz
2% —y —yz2 —y?z

Maka ff(VXA)-nclS = ffk-nds = ffdxdy
S _ S - R

karena n - k dS = dxdz dan R adalah proyeksi S pada bidang xy. Integral yang terakhir ini sama-dengan

1 Vi-x2 | Vi-x2 1
f f dy dx = 4 f f dydx = ¢ f V1 —x2dx
R 0 0 (]

X=i=

1
|

b i 1-x?

dan terbuktilah kebenaran teorema Stokes.

Buktikan bahwa syarat perlu dan cukup bahwa f A-dr =0 untuk setiap kurva tertutup C adalah
UVUxA=0 ¢

Syarat cukup. Andaikan Vx A =0. Maka meaurut teorema Stokes

fA-dr = ff(VxA)‘n dS = 0
S

64
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Svarar periv. Andaikan f A-dr = 0 sepanjangsetiap lintasan tertutup C, dan anggaplah Vx A # 0 pada

(o4
beberapa titik /. Maka dengan menganggap VxA

kontinu maka akan terdapat suatu daerah dengan P
sebagai titik interior, dimana VxA £ 0.

Misalkan S sebuah permukaan yang terkandung dalam daerah
ini yang normalnya n pada tiap-tiap titik memiliki arah yang sama seperti Vxa, yakni VxA = an dimanaa
adalah seb" .h konstanta positif. Misalkan ( adalah batas dari S. Maka menurut teorema Stokes

fA-dr = ff(VxA)-ndS = dffn-nds > 0 '
N

(4 5 |

yang mana bertentangan dengan hipotesis bahwa f A-dr = 0-_Jadi hal ini memperlihatkan bahwa
VxaA =o. (i

F,
Juga diperoleh bahwa VxA =90 adalah suatu syarat perlu dan cukup agar integral garis f 2 A-dr

P

tidak bergantung pada lintasan yang menghubungkan titik-titik P, dan P,. (Lihat Soal-soal 10 dan 11,
Bab 5)

34. Buktikan fdpr = f (nxV) x B dS.

b

Ambilkan A = B x C dalam teorema Stokes, di mana C sebuah vektor konstan. Maka

§ameor = [[7cmxennes

§ coamm - }f[<c.§)s_c<v.a>]-nds

c-§ axn - } (ehunds - [[c@mlnes
: ch.wm.m] 3 ff 5

= C-ff[V(B-n)—n(V-B)] ds = c-ff(nxV)deS
S S .

Kzarena C vektor konstan sebarang maka f drxB = ff (nxVyx B dS
N

35. Jika AS adalah sebuah permukaan yang dibatasi oleh kurva-kurva tertutup sederhana C, P sebarang titik

dari AS tetapi tidak terletak pada C dan n adalah normal satuan terhadap AS di P, maka perlihatkan bahwa
di P berlaku

f A.dr
(curlA).n = Lifh, e
AS-0 AS

di mana limitnya diambil sedemikian rupa schingga AS menyusut ke titik 2.

MenurutteoremaStokes,f (curl A)+n dS = f A-dr.
. c
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Pergunakan teorema harga rata-rata untuk integral-integral seperti dalam Soal-soal 19 dan 24, maka
bentuk ini dapat dituliskan sebagai berikut
f A-dr

c
AS

(curl Ay-n =

dan hasil yang diinginkan segera diperoleh dengan mengambilkan limit AS — 0.

Hasil ini dapat dipergunakan sebagai titik-awal untuk mendefinisikan curl A (lihat Soal 36) dan adalah
bermanfaat untuk memperoleh curl A dalam sistem-sistem koordinat yang lain daripada sistem koordinat

tegak-lurus. Karena f A-dr disebut sirkulasi dari A mengelilingi C, maka komponen normal dari Curl
(8

dapat diinterpretasi secara fisis sebagai limit dari sirkulasi per satuan luas, jadi menerangkan sinonimnya
rotasi dari A (rot A) daripada curl dari A.

36. Jika curl A didefinisikan menurut proses limit dari Soal 35, maka carilah komponen z dari curl A.

Misalkan EFGH adalah empat-persegi-panjang yang sejajar dengan bidang xy dengan titik interior P(x,
y, z) diambil sebagai titik-pertengahan, seperti diperlihatkan dalam gambar di atas. Misalkan 4, dan A4,
komponen-komponen A di P dalam arah-arah x positif dan y positif.

Jika C adalah batas dari empat-persegi-panjang, maka

fA-dr = fA-dr + fA-dr % fA-dr + fA-dr
@] HE

EF G GH
: ; 1 04,4 1 04, Ax ‘
Tetapi Adr = (43— 5= Dy) Dx A-dr = —(Ay + 23, Ny)
EF 7 G
1 oy 1945 A A
A-dr = (Ag + E—xAx)Ay Asdt = —(dp— 5= y Dy
FG HE

di mana telah diabaikan suku-suku infinitesimal-infinitesimal yang berorde lebih tinggi.

04 9
Jumlahkan, maka secara pendekatan kita peroleh f A-dr = (3—? - %) JACASR
C 24

c

Karena AS = Ax Ay, maka »
‘? A-dr

K ‘n z dari ¢ = (curlA)-k = lim —(———
omponen z dari curl A ( ) A AS
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04, 31 B4,

2 oy A A
= lim i = ; G
T A0 Nx Dy
Ay~0
_ b oA
Ox Jy

Soal-soal Tambahan

. Periksalah kebenaran teorema Green dalam bidang untuk f (BxQ-ByQ)dx + (4y — 6xy)dy, di mana C ada-

c
lah batas daerah vang didefinisikan oleh : (a) y = Vx, y=a2; (BY »=0, ¥=0, 2+y=1.
Jawab. (a) harga kedua-duanya = 3/2. (b) harga kedua-duanya = 5/3.

Hitunglah f (3x +4y)dx +(2x —3y)dv di mana C, sebuah lingkaran berjejari dua dengan pusat pada titik-
asal dar’ bid(;ng xv, dilintasi dalam arah positif. Jawab. — 8w

Kerjakan soal sebelumnya untuk integral garis f (%2 +y?)dx + 3xy? dy. Jawab. 127.

Hitunglah f (x?—2xy)dx + (2%y +3)dy men%elilingi batas dari daerah yang didefinisikan oleh 3> = 8x
dan x = 2 (a) secara langsung, (b) pergunakan teorema Green. Jawab. 128/5.

(m2)

Hitunglah [ . (6xy —y?)dx + (37 —2xy)dy. sepanjang cycloid x =60 — s5in 8, y=1— cos 6.
0,0

Jawab. —67* — 47

Hitunglah f (312+2y)dx — (x+3cosy)dy sepanjang- empat-persegi-panjang yang memiliki titik-titik

sudut di {0,0).(2.0),(3, 1)dan (1, 1). Jawab. — 6

Carilah luas daerah yang dibatasi oleh satu lengkungan dari cycloid x = a (6 — sin 6), v =a (1 — cos ),
a>0 dansumbux. Jawab. 37ma’.

Carilah Tuas daerah yang dibatasi oleh hypocloid Tl ‘r}'g/3 . aQ/J, a>0. Petunjuk : Persamaan-persa-
maan parameternya adalah x =a cos®8, y =asin®0. Jawab. 3ma’/s.

Perlihatkan bahwa dalam koordinat-koordinat polar (p, ¢) pernyataan xdy — ydx = £2d@. Interpretasikan
3 f xdy —ydx.
Carilah luas loop yang terdiri atas empat lembar rose p = 3 sin 2 ¢.  Jawab. 9 7/8.

Carilah luas kedua buah loop dari lemniscate p2 =42 cos 2¢0.  Jawab. a?

Carilah luas loop dari, folium Descartes X3+ y3 =

3axy, a>0 (lihat gambar disamping). Petunjuk : 7
Misalkan y =tx dan peroleh persamaan parameter
dari kurva ini. Kemudian pergunakan kenyataan g

bahwa \
Luas = f xdy — ydx

2 o2
f % d(%) x

o
f %2 dt \
Jawab. 3d%/2-

Nj—

I
N=

[
NI~
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Periksalah kebenaran teorema Green dalam bidang untuk f (2x—9°)dx — xydy, dimana C adalah batas
(65

dari daerah yang dibatasi oleh lingkaran-lingkaran x2 +y?=1danx? +y? =9. Jawab. Harga kedua belah
ruas = 60 7

=10 . 3 .
(10 —ydx +xdy . sepanjang lintasan-lintasan berikut :

Hitunglah ‘[I.O) Ziy

(a) potongan-potongan garis-lurus dari (1,0) ke (1, 1), kemudian ke (-1, 1), dan kemudian ke (-1, 0)
(b) potongan-potongan garis-lurus dari (1, 0) ke (1, —1), kemudian ke (-1, —1), dan kemudian ke (-1.0)

Perlihatkan bahwa meskipun %A—{ = :S—N , tetapi integral garisnya bergantung pada lintasan yang menghubung-
x

kan (1, 0) dengan (-1, 0) dan jelaskan.
Jawab. {(a) m. (b) —m.

Dengan merubah variabel-variabel dari (x, ) ke (, v) menurut transformasi x = x (u, v). y (u, v), maka per-
lihatkan bahwa luas 4 dari daerah R yang dibatasi oleh kurva sederhana C diberikan oleh

8 By

. % Ou

W ff | 72y | dudo dimana  1(FD) = a: B;
. o 9%

v Ov

adalah Jacobian dari x dan y terhadap u dan v. Batasan-batasan apakah yang harus dibuat ? Ilustrasikan ha-
silnya di mana u dan v adalah koordinat-koordinat polar.

Petunjuk : Pergunakan hasil 4 = %f xdy — y dx ,transformasikan ke koordinat-koordinat u, v dan kemudian

pergunakan teorema Green.

Hitunglah f F+n d3, dj mana F = 2xyi +y22j + xz k dan 5 adalah :

M
" (@) permukaan balok yang dibatasi olehx =0,y =0,z=0,x =2,y =1danz=3.

(b) permukaan dari daerah yang dibatasi olehx =0,y =0,y =3,z=0danx+2z=6.
Jawab. (a) 30 (b)351/2

Periksalah kebenaran teorema Green untuk A = 2x2yi — y?%j + 4 xz* k yang diambil melalui daerah dalam

oktan pertama yang dibatasi oleh y2+2z2=9 dan x=2. Jawab. 180

Hitunglah ff r-n dS di mana (¢) S adalah permukaan bola berjejari 2 dengan pusat di (0, 0,0), (b) §
S

adalah permukaan kubus yang dibatasi oleh x = —1, y = -1, z=-1, x=1, y=1, z=1. (c) §adalah

permukaan yang dibatasi oleh paraboloid z =4 — (x* + »2) dan bidang xy.

Jawab. (a) 327  (b) 24 (c) 247

Jika S adalah permukaan tertutup sebarang yang menutupi sebuah volume 'V dan A = axi+ byj + cz k. ma-

ka buktikan bahwa [ [ A«n d5 = @+b+o)V.
S
Jika H = curl A, maka buktikan bahwa ff H-n dS = 0 untuk sebarang permukaan tertutup S.
S

Jika n adalah normal satuan berarah keluar pada sebarang permukaan tertutup dengan luas S, maka perli-

hatkan bahwa fff divn dV = §.
14

Buktikan f‘{r %V " ff'_rz_" a5,

s
Buktikan JJ ©n @S = fffsﬂr dv.
S 14
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Buktikan ffn dS = 0 untuk sebarang permukaan tertutup S.
S

Perlihatkan bahwa identitas Green kedua dapat dituliskan sebagai’ fff (¢V2¢, = ¢/V2¢)dV =
dy dd
el ARG . i V
[[ @53 - vgprs
S

Buktikan ffr xdS = 0 untuk sebarang permukaan tertutup S.
S

Periksalah kebenaran teorema Stokes untuk A =(y —z +2)i + (yz + 4)j — xz k, di mana S adalah permuka-
an kubusx =0, y.=0, z=0, x=2, y =2, z=2 diatas bidang xy.
Jawab. Harga kedua belah ruas = —4.

Periksalah kebenaran teorema Stokes untuk F = xzi — yj + xzyk, di mana S adalah permukaan daerah yang

dibatasi olehx =0, y =0, z=0, 2x +y + 2z = 8 yang tak termasuk dalam bidang xz.
Jawab. Harga kedua belah ruas = 32/3

Hitunglah ff(VXA)'n dS, dimana A = (x? +y — 4)i+ 3xyj+ (2xz + z2)k dan S adalah (a¢) separuh
$

permukaan bola x? + y? + z2 = 16 di atas bidang xy, (b) paraboloid z =4 — (x* +y?) di atas bidang xy

Jawab. (a) — 167, (b) — 4

Jika A =2yzi— (x +3y — 2)j + (x? + z) k,maka hitunglahff(Vx A)*n dS melalui permukazan dari irisan

2

silinder-silinder x2 + y? =42, x? +z? = 4? yang terkandung dalam oktan pertama.

2
Jawab. — %(37T+ 8a)

Sebuah vektor B selalu tegak-lurus (normal) pada permukaan tertutup S. Perlihatkan bahwafffcurlB dv
14

= 0, di mana V adalah volume yang dibatasi oleh S.

Jika f E«dr = — ;:1- B% ffﬂ +dS,di mana S adalah sebarang permukaan yang dibatasi oleh C, maka per-
4 s

lihatkan bahwa Vx E = — 1 a—" 5

c ot

Buktikanqub de = fdeX V.
s

Pergunakan operator ekivalen dari Soal-soal yang dipecahkan no. 25 untuk sampai pada (z) V¢b, b) V-A,
(¢) Vx A dalam sistem koordinat tegak-lurus.

BuktikanfffV¢-A dv = ffc;bA-ndS = fffd)V-AdV.
1 S 4

Misalkan r vektor posisi dari sebarang titik relatif terhadap sebuah titik asal O. Andaikan ¢ memiliki turun-
an-turunan kontinu yang sekurang-kurangnya berorde dua dan misalkan S sebuah permukaan tertutup yang
membatasi sebuah volume V. Nyatakan ¢ di O oleh ¢,. Perlihatkan bahwa

[f 1398 —@¥di)eas = [[[Y@ar+a
S 14

di mana « = 0 atau 4 ¢, sesuai dengan apakah O di luar ataukah di dalam S.
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Potensial ¢ (P) disebuah titik P(x,y,z) yang disebabkan oleh suatu sistem muatan-muatan (atau massa-massa)
41,492, ..., q, yang memiliki vektor-vektor kedudukan ry, 1z, ..., I, terhadap P, diberikan oleh

Buktikan hukum Gauss
f E-dS = 47Q
S

dimana E = —V@  adalah intensitas medan listrik, S sebuah permukaan yang menutupi semua muatan-

n
dan Q= Z 9n adalah muatan total di dalam S.
=1

Jika sebuah volume ruang V yang dibatasi oleh permukaan S memiliki distribusi muatan (atau massa) yang

: dv
kontinu dengan kerapatan p, maka potensial ¢(P) disebuah titik £ didefinisikan oleh P= fffpr .
14

Dedukgsikan hasil-hasil berikut di bawah anggapan-anggapan yang sesuai :

(a) ffz-ds = 47 fffpdl’, di mana E=—-V¢.
N v

¥ .
) «V ¢ = —4mp (persamaan Poisson) di semua titik P di mana terdapat muatan, dan qub = 0 (persamaan
Laplace) di mana tidak terdapat muatan.
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