
TEoREMA DIVERCENSI GAUSS menyatakan bahwa jika V adalah volume yang dibatasi oleh suatu per-

an dengan turunan-turunan ,*, oor,rfi]ffl"tertutup 
s dan A sebuah vektor yang adalah fungsi dari keduduk-

ff{r^a, #
di mana n adalah normal positif (Cigambarkan ke arah luar) dari S.

TEoREMA sToKEs menyatakan bahwa jika S adalah suatu permukaan terbuka bersisi-dua yang dibatasi oleh
sebuah kurva tertutup C yang tidak merrotong dirinya (kurva tertutup sederhana) rrakajika A memiliki turunan-turunan kontinu

A.ds

= -[f rr,A1.n ds = ff tv*^t.a,f*"
di mana c dilintasi dalam arah positif. Arah dari c disebut p ositif jka seorang pengamat, berjalan pada daerahbatas dari s dalam arah ini dengan kepalanya menunjuk pada arah normal poriii terh"dap s, maka ia mendapat-
kan permukaan ini disebelah kirinya.

TEoREMA GREEN DALAM BIDANG. Jika R adalah suatu daerah tertutup dalam biciar-rg xy yangdibatasi
oleh sebuah kurva tertutup sederhana C dan jika M jan ,a/ adalahfungsi-fungsi kontinu dari x dan y yang memiliki turunan-turunan kontinu dalam R , maka

f or, *rr, = 
"l"Ir* 

_

R

di mana c dilintasi dalam arah positif (berlawanan arah putaran jarum jam). Bila tidak ada pernyataan lain, kitaakan selalu menganggap 
f berartibahwa integrz'nya dimaksudkan a.rr* ,.J f.ritir.

Teorema Green dalam bidang adalah hal khusus dari teorema Stokes (lihat Soal 4). Juga, menarik untuk di-ketahui bahwa teorema divergensi Gauss adalah perluasan teorema.Green dalam bidang di mana (bidangnya)
daerah R dan batasnya yang tertutup (kurva) c diganti oleh suatu a..*tr 1-rrgy z dan batasnya yang tertutup(permukaan) S. Berdasarkan alasan ini teorema divergensi seringkali disebut tef,rema Green dalam ruang (lihat
Soal 4).

Teorema Green dalam bidang juga berlaku untuk_ daerah-daerah yang dibatasi oleh sejumlah berhinggakurva.kurvasederhanayangtidakberpotongan(1ihatSoa1-soal10dan11i.

Yt d,d'
dy
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TEOREMA.TEOREMA INTEGRAL YANG BERKAITAN ]

,. il{ rrf s + rsv. tvt fl dv = f f ,ro 'r,'',,"
y,9

Ini disebut teoremo identitas Green pertama

,. {I{,rn,1, - et41av = ,fI@V,l'- *V{4r.ds
J

Ini disebut teoremd identitas Green kedua atau teorema simetis- Lihat Soal 2l

'. fffv,^r, = ff,,*n,rt = ffrr-n

a. joa, = Il,"xvpyds ff ', 'v+

Perhatikan bahwa disini perkalian titik dari teorema divergensi Green diganti dengan perkalian silang.

Lihat Soal 23.

5. Misalkan ry' menyatakan sebuah fungsi vektor atau skalar bergantung pada apakah simbol o menyatakan

sebuah titik atau tanda silang atau suatu perkalian silang. Maka

fffo"rr, = fi"",r,n = IJds"*

o lt = II-xv1 " rPds

Teorema divergensi Gauss, teorema Stokes dan teorema-teorema 3 dan 4 adalah kasus-kasus khusus dari teo'

rema-teorema ini. Lihrt Soal-soal 22,23 dan 34.

BENTUK OPERATOR INTEGRAL UNTUK V. Adalah menarik untuk qrempergunakan terminologi dari

Soal 19, bahwa operhtor V . dapat dinyatakan secara sim'

bolik dalam bentuk

! o = tim -L .FA.ls "
^Y'o 

LV Y/-"
AJ

dimana o menyatakan sebuah titik, tanda silang atau perkalian biasa (lihat Soal 25). Pemyataan di atas ter-

bukti bermanfaat dalam memperluas konsep-konsep gradien, divergensi dan curl kedalam sistem-sistem koor-

dinat lain dari pada sistem koordinat tegak lurus (lihat Soal-soal 19,24 danjuga Bab 7).

I

= '^ f{""xv1 o rP

.'

Y

{"
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Soal-soal yang Dipecahkan
TEOR.EMA GREEN DALAM BIDANG

l. Buktikan teorema Green.dalam bidang jika C adalah
sebuah kurva tertutup yang memiliki sifat bahwa se-

barang garis lurus yang sejajar sumbu-sumbu koordinat
memotong Cpaling banyak pada dua buah titik.

Misalkan persamaan kurva-kurva AEB dan AFB
(lihat gambar di samping) adalah masing-masing y -
y1{x) dan I = tzft). Jika R adalah daerah yang diba-
tasi oleh C, kita peroleh

{!*". = ,!,'l,l*,"'*,4,, = {,'uo,,tf),,.,* = f.ub,,,,,,-*o,,,1,,

= - fo 
uo,rr, o, - fo" 

ro.r,, ,, = - f, r *

Maka (;) [*0. = 
${0,r,Jc uru ,

Dengan cara yang sama, misalkan persamasn?ersamaan kurva EAF dan EBF adalah masing-masiag

= 
{" 

Ng1,fidy * ff n<*,,r1r, = frr*

f{**,,
x

d/v du .

- - 
-lltUdA.dr q'

Maka

Jumlahkan {t'laane1,$Mdr +Ndy =

2. Buktikan teorema Green dalam bidang untuk

6 @y +y') ilr t x2 dy di mana C adalah
*

kurva tertutup dari daerah yang dibatasi.oleh

.y=x dan /=x2.
y = x dan y = x2 berpotongan di (0,0)

dan (1, l). Arah positif dalam melintasi C
seperti yang diperlihatkan dalam gambar di
samping.

fi,
x

Sepanjang y = x2 , integral garisnya samadengan
fl fl

1 ((,)(,') + xa) dx + @1ql-1ax = Jo af * *1 a, = i3
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Sepanjang y = x dari ( 1. I ) hingga (0, 0) integral garisnya

10 fo
J, (1''11'1 * 

") 
a' + 12 dr = J, 3x2 dx = -l

Maka integral lintasan yang dicari= i3 - t = - * .

fi,* -{rr,a = ff t$<,'r *$pv*v't7a,av
PP

= fio-rrrr,o, = [' f'o-rrrnrr,

Ilt

f,

I
= ["'

sehingga dengan Jemikian terbuktilah teoremanya.

Perluastah pembuktian teorema Green dalam bidang yang

diberikan dalam Soal I untuk kurva'kurva Cuntuk mana

garis-garis yang sejajar sumbu'sumbu koordinat memo-

tong C pada lebih daripada dua titik.

Pandalg sebuah kurva tertutup C seperti diperli-
hatkan dalam gambar disamping, dalam mana garisgaris
yang sejajar sumbu+umbu koordinat memotong C pada

lebih daripada dua titik. Dengan membuat garis,SI, ma-

ka daerah yang ditinjau terbagi kedalam dua buah daerah

Q dan R2 yang tergolong kepada jenis yang ditinjau
dalam Soal I dan yang mana berlaku teorema Greerq
yakni

a= Q y=a2

tf <.-aror)o, = ['
1xa-f1 dr = -*

ar-fili,a,

3.

(I) f *r,*nr, - ffr*
JfrS xl

- 
7M , d,d,at'

(2t f rr,*nr, = ilr*-{ru*
Jrfs R2

Jumlahkan ruas-ruas kiri dari (1) dan (2), maka,denganmengabaikanintegrandMdx *Nd7 dalam se-

tiap kasus, kita peroleh

{.{={.[.[.{= f .f
sfr.9 srrs Jf rlts srr f,t 1t13 SU

di nrana telah dipergunakan kenyataan bahwa [ = - [
st fJ

Jumlahkan ruas-ruas kanan dari (l ) dan (2), dan abaikan pula integrandnya,

fi.il
P1 R2

di mana R terdiri atas daerah-daerah R1 dan R2.

=f
TgSYT

=ff
R
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Maka

Daerah R seperti yang ditinjau di sini dan dalam Soal l, untuk mana sebarang kurva tertutup yang ter-
letak dalam R dapat disusutkan s€c.iua kontinu ke sebuah titik tanpa meninggalkan R, disebut suatu
daerah terhubung-sederhana (simply-connected region) Daerah yang tak terhubung sederhana disebut
terhubunglipatzanda (multiply-connected). Disini telah kita perlihatkan bahwa teorema Green dalam
bidang berlaku untuk daerahdaerah terhubung-sederhana yang dibatasi oleh kurva-kurva tertutup. Da-
lam Soal 10, teorema ini diperluas untuk daerah-daerah terhubung-lipat-ganda.

Untuk daerahdaerah terhubung-sederhana yang lebih rumit, perlu dibuat lebih banyak garis4aris,
seperti .Sf, untuk membuktikan teoremanya.

4. Nyatakan teorema Green dalam bidang dalam notasi vektor.

Kitamemperolehl{dx+ Ndy = (l{t+NJ).(drt +dy!,' = A.dr,dimana,A =,t{l+/Y,

dan r = xl+y1 sehingga eh = drl+dyl.

. Juga,jika A = Ml +/VJ maka

Vxe - 3,.
dj

{
I USTt

14 dr + N dy = ff ,* - *, 
U* dan dengan demikian terbuktilah teoremanya.

x

tJt
a a_a
?24?,
4.,0

= -gr*gr+(PVz dz - 'dz

Sehinsga (Vre).,, = * -#
Maka teorema Green dalam bidang dapat dituliskan

f ! ,o-A).r d,R

a?

di mana dR = dxdy

Perluasan hasil ini kepada permukaan-permukaan S dalam ruang yang memiliki kurva C sebagai batas-

nya memberikaln teorema Stokes yang dibuktikan dalam Soal 31.

Metode tdin.

Seperti di atas,Mdx + Ndy = A.dr = e. * a" = A.Tds,' d,s

di mana f; = f = vektor singgung satuan pada

C (lihat gambar di samping). Jika n adalah normal satuan
dengan arah keluar pada C, maka T = k x n sehingga

)l dx + N dy = A.T ds = A.(hxn)ds = (Axk).n ds

Karena A =Ml+Nl, B = Axk = (/tii+tYJ)xk = iYl-i/j dan

Mak: teorenra Creen dalam bidang mcnjadi

B.nds = ffv."r*
f

v.

?ry -@ = v.,.
dr dy

t
di mana dR = d.rd
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perluasan hasil ini ke dalam hal di mana diferensial panjang busur ds dari sebuah kurva tertutup C di
ganti dengan diferensial luas permukaan dS dari sebuah permukaan tertutup .i, dan daerah bidang R yang

bersangkutan yang dibatasi oleh C dieanti dengan volume / yang dibatasi oleh S, memberikan teorema di-

vergensi Gcuss atau teoremd Green dalam ruang.

B.n dS

5. Inter2retasikan secara I'isis hasil pertama dari Soal 4-

Bila A menyatakan medan Eaya yan1 bekerja pada sebuah partikel, maka $ *a, adalah usaha
JC

yang dilakukan dalam menggerakkan partikel tersebut mengelilingi suatu lintasan tertutup C dan ditentu-

t"n1t.n harga Vxe. O"ri1ini, untuk halkhusus dimana jika VxA=0 atau ekivalen dengan e=V@,
maka integral mengelilingi suatu lintasan tertutup adalah nol. Ini sama artinya dengan mengatakan bahwa

usa[ra yang dilakukan dalam menggerakkan partikel dari satu titik dalam bidang ke titik lain tak bergan-

tung pada lintasan dalam bidang yang menghubungkan titik-titik ini atau medan gaya adalah konservatif.

Hasil-hasil ini telah diperlihatkan untuk medan-medan gaya dan kurva-kurva dalam ruang (lihat Bab 5).

Sebaliknya, jika integralnya tak bergantung pada lintasan yang m€nghubungkan dua buah titik sebarang

dari suatu daerah, yang berartijika integral mengelilingi sebarang kurva tertutup adalah nol, rnaka

f[[ v",,
V

fi

VxA=0. Dalam bidang, persyaratan VxA=0

A=Mi+Nj.

Metode lain.

Karena

Maka

ekivalen dengan persyaratan

(lox4 - zrysl d,x - 3x\2 dy adalah suatu diferensial eksak (dari 2xs -

?y_?N
Zy-?, di mana

6. Hitunglah (10ra-?,xys1dx - \rn' dTsepanjanglintasan f-6xf =arz

Perhitungan secara langsung adalah sulit. Walaupun demikian, dengan mengingat bahwa M = l}xl -?,ays

N = -1x12 a.n p = -Gry"=y, ,'dy
maka dari sini diperoleh bahwa integralnya tak bergantung pada lintasan.

Maka kita dapat mempergu.nakan sebarang lintasan, misalnya lintasan yang terdiri atas potongan-p6tong-

an garis{urus dari (0,0) ke (2,0) dan kemudian dari (2,0) ke (2, l).

Sepanj ang lintasan garis lurus dari (0, 0) ke (2, 0), y = 0, dy = O dan integralnya sama{engan

p2
I tox4dt = 64.

lo
Sepanjang lintasan garis lurus dari (2,0) ke (2, 1), x = 2, dx = 0 dan integralnya samadengan

aI
I -n'dv =-4.

J
y=0

Maka harga dari integral garis yang diinginkan = 64 - 4 = 6O.

{,,,"

?u=?ry
7v 7,

,' !')

60{:,";" eox4-zxy3)dx - 3x)2dy = [:,:" dpxs-?ys) = zxs -.rtii;ii
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7. Perlihatkan bahwa luas daerah yang dibatasi oleh sebuah kurva tertutup sederhana C diberikan oleh

r fr.. o, - .y,t, .

Ambilkan M = - y, ly' = x dalam teorema Green. Maka

f ,a, -.a, = {t (S<"r - $<_r) a,u = , {f o,r, = zAJc 
R p

di mana ,4 adalah luas ysng diinginkan. ladi A = f {, "* - y dx .

8. Carilahluasdarielips r = c cos 0, y = b sin|.

f ?2n
Luas ,= *t, ,4 - yd, = *J, 6 cos011b cos01 a0 - (6 sind11-a sin01 a0

72tr n?t
= il ab@oa20+stazltd0 = *l--',0a0 = nab.ts 'Jo

f
9. Hitunglah # ,r-slar.1i!x + eosx ily, di mana cJsr

ad.alah segitiga dari gambar di samping:
(a) secara langsung
(D) pergunakan teorema Green dalam bidang.

(a) Sepanjang OA, y = 0, ay = 0 dan integralnya sama_
dengan

fnh nnh
Jo (o - alnt)dr + (cosr)(o) = J, - sin: dz

tnb
= coszlo = -l

Sepanjang AB, r =[, Ar=g dan integralnyasamadengan

[' o-t)o + od]' = oJs

Sepanjang BO, y = ff , ay = fla, dan integralnya samadengan
r0

l,O ,*- slnr)dz + fl cos, d" = <f r.ou* +Z sinll,o*

Makaintegralsepanjangc = -l + 0 + I - f - + = - T

(b| M = J,-sln:, /Y = cosr. # = -"inr, $ = r

$ ur, r rr, : II ,* -{rr,o,
R

nnh
= I Fl sn, - ffto,

sesuai dengan bagian (a).

-Tr2'4Tt

2.
at

= f l l"'"(-sinrz=0 L/=o

. dan

{[ ,-"r,, - rr dydx

R

- ,, orfo, = 
,f,o" 

(-/ sinr - y)l:'/' r,

= -+r-,cosx+sinr) -+( = -+-i
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perhatikan bahwa meskipun terdapat garisaaris yang sejajar sumbu-sumbu koordinat (berimpit dengan

sumbu-sumbu koordinat dalam hal ini) yang memotong C dalam tak berhingga banyaknya titik-titik,
teorema Green dalam bidang tetap berlaku. Pada umumnya, teorema ini berlaku bila C tersusun oleh sejum-

lah berhingga potongan-potongan garis lurus.

10. perlihatkan bahwa teorema Green dalam bidang juga berlaku untuk daerah terhubung-lipat-ganda R seperti

yang diperlihatkan dalam Sambar di bawah ini.

Daerah berbayangan R yang diperlihatkan di bawah, adalah terhubunglipatianda karena tidak setiap

kurva tertutup yang terletak dalam R dapat disusut-

kan ke suatu titik tanpa meninggalkan R, yang dapat

diamati dengan misalnya rlemandang sebuah kurva-
yang mengelilingi DEFGD. Batas dari R, yang terdiri
dari batas lrat AHJKLA dan batas dalam DEFGD'

dilintasi dalam arah positif, sehingga seseorang yang

beq'aian menurut arah ini selalu mendapatkan bahw4

daerah R disebelah kirinya. Terlihat bahwa arah-arah

positif adalah arah-arah yang ditunjukkan dalam gam-

bar disamping.

Untuk membuktikan teorema ini, buatkan sebuah

garis, seperti AD, yang disebut sebuah penyilang

(cross-cut), yang menghubungkan batas-batas luar

dan oalam. Daerah yang dibatasi oleh ADEFGDAL'
KJHA fialah terhubung-sederhana dan derrgan de-

mrkian berlaku teorema Green. Maka

f Mdx + N,tv = tt
ADEFGDAIItrJflA R

- lt a,o,
dy

Tetapi integral disebelah kiri, dengan mengabaikan integrannya, sama dengan

-fn. tuorjika kurva C1 adalah kutvaALKJHA,

f-J
ALXJEA

C2 kuna DEFGD dan C adalah batas dari

R yang terdiri atas Cr dan C, (dilintasi dalam arah positif), maka Irr. [, = [ dan dengan demikian

<! -lta,o,Ox ol

I 1. Perlihatkan bahwa teorema Green dalam bidang berlaku untuk daerahR ' dari gambar dibawah' yang dibatasi

oieh kurva-kurva sederhana c L (ABDEFGA), c, (flKLPa, Cx (QSTUQ) dan ca vwxYm.

I
AD

karena

,AN(<-
o,

- T - J- T T
DEPGD DA I'KJIIA DEFGD

$ruo"*ro, = fi
R

l,=
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Buatkan penyilang-penytlang AH, LQ d,an TV. Maka daerah yang dibatasi oleh AHKLQSTVWXYVTII-
ALPHABDEFGA adalah terhubung*ederhana sehingga teorema Green berlaku. lntegral melalui batas ini
samadengan

{.1.f .{.1. t.{.{.[.1.1, {Afl frXI, LQ 83T TY YYXTY iT TgA A LPil EA LBDEFCA

Karena integral-integral sepanjang AH dan HA, LQ dan QL, TV dan VT secara berpasangan saling mengha-
puskan, integral ini menjadi

I I, [. {. {. {flXL Q,T TTXTY IAQ IIPI IBDEIG{

=U./) .({./) . [. I'ErL LPE' ,gsr toA, yyxrr nDEFcA

di mana C adalah batasnya yang terdiri atas C1 , Cz, Ct , dan Ca . Maka

f aa, * xa, = il,y -{ta.+
sebagaimana dikehendaki.

?
12. Buktikanbahwa $ Aa, + Ndy = 0 mengelilingisebarangkurvatertutupCdalamsuatudaerahterhu-Js ..:

bung sederhana jika dan hanya jika q[ = AI di semua titik da]am daerah itu.oy Ox

Anggaplah M dan N kontinu dan memiliki turunan-turunan parsial kontinu di semua titik dalam daerah
R yang dibatasi oleh C, sehingga teorema Green berlaku. Maka

f[,P -!1a,avt 
Mdx+Nd,r 

"f" 
ox oy

Jika + = + dalam R, maka jelas $ ,0, + Ntty = o.dy dx JC

Sebaliknya,andaikan $ fr*+Ndv = 0 untuk semua kurva-kurva C. fitaS-P, O

pada sebuah titik P, maka dari sifat kontinu turunan-turunnya, berlaku Uanwa p - P r 0dalam bebe-Ox dy

rapa daerah ,4 yang mengelilingi P. Bila f adalah batas dari ,4 maka

$ uo, * uo, = II,* -{ta,a, , ,rPA

yang bertentangan dengan anggapan bahwa integral garis mengelilingi setiap kurva tertutup adalah nol.

EKLPfl WTUQ YIIXTY ILD_EFGA

= !r,* {r". [r,* fr,= [,v2 !3
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Dengan cara yang sama, anggapan

pada semua titik.

dan dengan <iernikian

< 0 menghasilkan suatu kontradiksi. Jadia/v dM
dr dy

?ry_?u_n
7, Ay

Perhatikan bahwa persyara,"n F = P ekivalen dengan VxA = 0 di mana A = l/t + iVJ 0i.
dy. o,

hat Soal*oal l0 dan I l, Bab 5). Untuk perluasannya padakurva-kurva dalam ruang, lihat Soal 31.

13. Misatkan, = +#. (a) HitunglahVx F. (D). Hitunglah 
f 

a. 
" 

mengelilingi sebarang kurva

tertutup dan jelaskan hasilnYa.

(c)Vxr = = 0 dalam sebarang daerah tidak termasuk (0,0).

-y a
x2 +y2 x2 +y2 u

,u, f ..r, = {4#9. Misarkan ,=pcose,y=psind, dimana(p,d) adalah koordi-

nat-koordinat Poiar. Maka
dx = -psind dQ + itp.cosQ, dy = pcosQ dQ + dpsLn$

,k
aazv 7,

I

a
?,

(lihat Gambar (a) di bawah) yang mengelilingi titik asal, 0 = 0
lintasan lengkap kembali di .4. Dalam hal ini integral garis sama

=+#h =d4r= alarctan|)f +y'

Untuk sebuah kurva terhltup ABCDA
di ;4 dan d = 2n setelah melakukan satu

rhr
dengan I dQ=Zn.

.6

Gambar (a) Gambar (D).

Untuk sebuah kurva tertutup PQRSP (tihat Gambar (b) di atas) yang tidak mengelilingi titik-asal,

O = O" di p Can Q = do setelah melakukan satu lintasan lengkap kembali di P. Dalam hal ini integral garis

t6"
sama-dengatr !. oO = o.

Vo

Karena F= Mi+ NJ, VxF=0 ekivalendengan + = + maka hasilnyatampakbertentangan'Olox

dengan hasil dari Soal 12. Walaupun demikian, tidak terdapat kontradiksi karenaM = -*rzdan N = 7+

tidak memiliki turunan-turunan yang kontinu di seluruh sebarang daerah yang mengandung (0,0), dan ini

dianggap berlaku dalam Soal I 2.

TEOREMA DIVERGET.ISI

14. (a) Nyatakan teorema divergensi dalam kata-kata dan(D) tuliskan dalam bentuk koordinat-koordinat tegak'

lurus.
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Integral permukaan dari komponen normal sebuah vektor A mengelilingi sebuah permukaan tertutup
sama{engan integral dari divergensi A dalam volume yang diselubungi oleh permukaan di atas.

Misalkan a= A.'+A2i+Ask.MakadivA= V.A = *,. %a - +.dx dy dz

NormalsatuanterhadapSadalah n = nri + 12j + qk. Makanl= n.i = cosd, n2= n.J =
cosB dan z3= n.k = cos7, dimana&,0,yadalahsudutsudutyangditruatnmasing-masingdengan
sumbu-sumbux,y,zataudenganarah-arahi,j,k.Besaran-besarancosa, cosp, cosT adalaharah-arah
cosinus dari n. Maka

A.n = (l1i +A2l+Ask\.(cosoi + cosBj + cosTk)

= /4lcosU, + A2cosB + Ascosf

(a)

(b)

dan teorema divergensi dapat dituliskan

f$,+.*.!t,,0,0, [{ ,o,.,.,
J

+ Arcosp + ;{rcosT)dS

[5. Demonstrasikan teorema divergensi secara fisis.

Misalkan A = kecepatan v pada sebarang titik dari fluida yang bergerak. Dari Gambar (a) di bawah:
' Volume dari fluida yang melewati dS dalam Ar detik

= volume yang terkandung dalam silinder dengan luas alas dS dan tinggi atau panjang vAf
= (v&).ndS = v.ndSAr

Maka volume per detik dari fluida yang melewati dS = v . n d,S

Gambar (a)

Dari Gambar (6) di atas :

Gambar (D)

Volume total per detik dari fluida yang keluar dari permukaan tertutup S

= {f ''"n'
t

Dari Soal 2l Bab 4, Y.v ttV adalah volume per detik dari fluidayangkeluardarisetruahelemen
volume d tr/. Maka

Volume total per detik dari fluida yang keluar dari semua elemen volume dalam ,S

Y.v dV

Jadi {l ,.",'
fit

v

tt{
Y

V.v dY
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16. Buktikan teorema divergensi.

Misalkan S sebuah permukaan tertutup yang sedemikian rupa sehingga sebarang Egris sejaiar sumbu-
sumbu koordinat memotong S paling banyak pada dua buah titik. Anggaplah persamaan-persamaan dari
bagian-bagian bawah dan atas, Ss dan Sr, masing-masingnya adalah z =fr{x,y) dar. z =L (r,y).Nyata-
kan proyeksi dari permukaan pada bidangxy dengan R. Pandang

fff ** = 
ryf !r,,,,, = $ l,={::, *,,)**

ll n,o.r,,rl!=,.b* = I{ [4a,r,r,t - A.t,.r,r,\) dy,t,
"; -!7' 

r

Untuk bagian ",". ,r, dy dx = cos /2 dS, =k. n, dS2. karena normal n2 terhadap 52 membuat sudut
lancip 7, dengan k.

Untuk bagian bawah 51, dy dr -- - cos I d51 = - h'trt d51 karena normal n, terhadap Sr membuat
sudut tumpul 71 dengan k.

dan

ft n"<''''1'to'o'
fr

{{ n o.,,1,,,,o*
il

{f n"o,,.1,,r,,,
R

- f I o""'''r;)dYd'
R

{l ^"r.n2ds2
&

- il^"t.n1ds1
.tl

= fi ^,tr.n2ds,
s2

= ff o,*.^0,
s

- II n,k.n1ds,

31

Maka

sehingga

,) {!{ ** = ![ n.u.^n,
r,t

Dengan cara yang sama, dengan memproyeksikan S pada bidang-bidang koordinat lainnya,
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(2) Ifi** = fIn,u^o'
YS

(r) {l{** = ffn,,.^o'rt
Jtrmlahkan (1),(2) dan (3),

fff ,*-+.ltrn = fi ,^,r+/2,+r3k).nds
ys

fff v.^,, - {f n.",'
vs

atau

Teorema ini dapat diperluas pada permukaan-permukaan yang ada sedemikian rupa sehingga garis-ga-

ris yang sejajar sumbu-sumbu koordinat m€motongnya pada lebih daripada dua buah titik. Untuk mem-
buktikan teorema ini, bagikan daerah yang dibatasi S kedalam subdaerah*ubdaerah yang permukaan-permu-
kaannya memenuhi persyaratan ini. Prosedur ini analog dengan yang dipergunakan pada teorema Green
dalam bidang.

17. Hitunglah il "."r/S, 
dimana F = 4xzi-y2i+yzk dan S adalah permukaan kubus yang di

batrsioleh ,=0,,y =1,y=O,!=L, z=0, z=l-
Dari teorema divergensi, integral yang dimintakan sama-dengan

fi[o.",, = f tf [rtn ,, * f,e,,t * *,,",)on
YY

= il{ @z-ytdv = {' [' ['*n,-y\dzd,ydxY r=o !=o z=o

= [' !'r"r-r,l'"-odrd, = [' {'rr-r.,nrn, = tx=o y=o x=O f=O

Integral permukaan dapat pula dihitung secara langsung seperti dalam Soal 23, Bab 5.

18. Periksalah kebenaran teorema divergensi untuk A = 4xi - 2y2 i + z2k yang diintegrasikan melalui ruang
yang dibatasi oleh x2 + y' = 4,2 = O dan z = 3.

r,,tesrarvorume = IIIs.a,av = Iil [*,*, *&r-rr,r.*r*r)0,
VY

= fil G-4y+22)dv = f {* [' ,u-nr*r,rdzdyd,x = s41r

v x1-z y-=-nq:7 io

Permukaln S dari silinder terdiri atas alas S1 (z = 0), tutup atas .S2 (z = 3) dan bagian cembung Sr(-r2 +

:'2 = 4). Maka

rntegrarpermukaan ={f n^ot = fI^'"as,- f{l.'nds,+ {{n'^""s.51&&



TEOREMA DIVERGENSI TEOREMA STOKES, DAN TEOREMA INTEGRAL YANC BERKAITAN

Pada,Sr (z=0), n=-k, A= 4xt-2y2! danA.n=0,sehingga $ ^."dS1 
=6.

Pada.lz (z = 3), n=k, A = 4at - 2y2! + g*, dan A.n=9,sehioeg. &

. fi "'"0t, = t I{ u, = s,tr,karenaluas sz=4tr

t2l

s2&

PadaSr (x2 +y2 =4). Sebuahgarisyangtcgak-lurusx2 +y2 =4 mempunyai arah 9p2+yz1 = 221+

?J.Makanormalsatuannyaadalah " = P = 
"Y 

karenax2 +y2 = 4.
y'4r2 +4y2

A.n = (4rt-tyrll.rzyr.r'l!Yly = z*-y"

dV=drdydz

Dari gambar di atas,x = 2 cos 0, .y = 2 sin 0, dS3 = M0dz, dan dengan demikian

{! ^'""" - J:,[:[z(eco" 
0t' - (zsind)3] 2dz d0

f2n 72t
= | G1cos2/-4asin301d.0= | *acos20d0-4Br.

,,J
0=O 9=O

Maka integral perrnukaan = 0 + 36:r + 48r, = 84tr, yang mana sesuai dengan integral volume dan dengan

demikian kebenaran teorema divergensi ini terbukti.

Perhatikan bahwa perhitungan integral permukaan melalui 53 dapat juga dilakukan dengan mempro-
yeksikan .S3 pada bidang-bidang koordinat xz atatt yz.

19. Jika div A menyatakan divergensi sebuah medan vektor A pada sebuah titikP, perlihatkan bahwa

div A = lim
A[-o

di mana A / adalah volume yang diselubungi oleh permukaan AS dan linritnya diperoleh dcngan mcnyusttt-

kan A I/ ke titik P.

[{[ u,'",, = [[ ^.",'ar A.'

Menurut teorema divergensi,
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Menurut teorema harga rata-rata dari integral, ruas kiri dapat dituliskan

or'" fffo, = aii-n Av
JJJ

di mana diil adalah suatu harga antara maksimum dan minimum dari div A di seluruh AIl. Maka

JJ n'" as

div -d = =-- AV

20. Hitunelah f I r., aS," JJ
c

Ambilkan limit A V + O sedemikian rupa sehingga Pselalu didalam A Z, maka iiivA- mendekati harga

div A pada titik P; oleh karena itu

JJN., "
divA = Iim SAr-o Lv

Hasil ini dapat diambil sebagai titik awal pendefinisian divergensi dari A, dan darinya semua sifat-sifat

dapat diturunkan termasuk pembuktian teorema divergensi. Dalam Bab 7 kita pergunakan definisi ini untuk

memperluas konsep divergensi sebuah vektor kedalam sistem koordinat lain yang berbeda dari sistem koor-

dinat tegak lurus. Secara fisis,

ffe.nasJJ
As

menyatakan fluks atau neto aliran-keluar setiap volume.satqan vektor A melalui permukaan AS. Jika div A

positif dalam lingkungan (neighborhood) sebuah titik P, ini berarti bahwa aliran-keluar dari P adalah positif

dan kita ;nenyebut P sebuah sumber. Begitupula, jika div A negatif dalam lingkungan P, aliran-keluarnya

sebenarnya aliran kedalam dan P disebut sebuah sungap (sink) Bila dalam suatu ruang tidak terdapat sum-

ber dan sungap, maka div A = 0 dan kita menyebut A sebuah medan-vektor solenoidal.

di mana S sebuah permukaan tertutup.

Menurut teorema divergensi,

{1,."0' = fiJ r..,,,tr
= ttt '*' . *'

Y

= {f{,*.*r
v

di mana tr/ adalah volume vang diselubungi oleh S'

2r. Misarkan {ff ,Or',t' - l,Y'Oto, = -[-[r|vl, - rpv@l'ds.
yS

. (xl+y1

=,{J[,, = 3v

Y

fi[ r.1g:,p1dv,,','l{,rv+).ndsl = {{ ov,t't.a"
vs,s

* Ptloz

),
?t av
Oz

+zk\ dY

AmLilkan A = OVr! dalam teorema divergensi. Maka
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retapi V.tdv,/l = d<V.V{,1 + 1V@1.1V/y = Of ,t + 1V@1.4Vry'1 r,

Jadi IJIr.(6vtrdv = Ifilof,t,*tydt.<y,ttiav
YV

at ,.

(r) ffI ror'v + pQ1.1Yta]av = tl14vfi.asr.s
yang mana membuktikan identitas Green yang pertama. Pefiukarkan @ dan I dalam (1 ),

(2\ f If r*r'+ + ayt4.fig1]av = II .+v@).ds
r,t

Ambilkan selisihnya afiara (2) dan (1 ), kita peroleh

(r) '{{{,ro'f 
- "1tY'E1av = ff ,rr,1, - ry'vp1.as

rJ
yang mana adalah identitas Green kedua atau teoremd simetrik. Dalam pembuktian di atas kita telah rneng-

anggap bahwa Q dan ry' adalah fungsi-fungsi skalar dari kedudukan dengan paling sedikit turuniin-turunan ke-

dua yang kontinu.

22 Buktikan f{fro r, = .fIr"u.rs
Misalkan A = dC dalam teorema divergensi dimana C vektor konstan. Maka

If[''(Qc)av = [[o"'"0'

Karena V.(Ocl = (VO)-c = c.VO dan @c.n = c'(dn),

ffl ..Yq dv II ".(en) 
rs

v,t
tl

Keruarkancdaritanda-ta"^t''''''t'^ior" 

= "'{{a"o' 
li

karena C adalah sebuah vektor sebarang, maka

JIIoo', = !Jr"n'r,s

23. Buktikan ,1",f{, xB dv - ,[,f "x B ds.

r,s

{ff,.(Bxc\dY {[ <r*"t,*rs
rs

Misalkan A = B x C dalarn teorema tlivergensi di mana C sebuah vektor konstan. Maka

I
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Karena V.(BxC) = C.(VXB) dan (Bxe).1 = B.(Cxn) = (Cxn).B = C.(nxB),

Ijf ..rv"^rn, = fi".(nxB)dsr.s
Keluarkan C dari tanda-tanda integral

..{ffv,"n, = ".Jffo'.r,r3
dan karena C sebuah vektor sebarang, maka

!{{v,",, = [{,,,,'rc

24. Perlihatkan bahwa pada sebarang titikP

ff0""
(c) vO = 

^li% 

,tr, dan

fi"*eas
(E) VxA = llm Af

di:b Ly

di mana AIl adalah volume yang diselubungi oleh permukaan A.S, dan li:nitnya diperoieh dengan rne-

nyusutkan A/ ke titik P.

(a) Dari Soar 22, Ifirr av = !! o"as - 
"^*^ ! ff vo 't itY o ![ o"', nt.

Lv A,r At A,S

Pergunakan prinsip yang sama yang diterapkan dalam Soal 19, kita peroleh

[[ o"', as

%.; = -a,
di mana EJ adalah suatu harga antara maksimum dan minimurn dad Vd. I diseluruh AIz Am-
bilkanlimit LV+Osedemikianrupasehingga titikPselaluberadadibagiandalamAl/,makrlvd.tmen-
dekati harga

IJ o".l.as

(r) Vd.r = irr1. " -
Dengan cara yang sama kita Peroleh

!J auas
(2) Vd.r = ili "-a,

t { a"'x as

(j) vd.r = iii t 
--.--

Perkalikan (/ ), (2), (J) masing-masingnya dengan i, j, k, dan jumlahkan, dengan mempergunakan

V{ = lVd.rtt+tVd.lll+1Vd.tr1t. n = (n.t)t+(n.J)J+(n.k)k

(lihat Soal 20, Bab 2) maka diperoleh hasil yang diinginkan.
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Maka seperti dalaru bagian (a), kita dapat memperlihatkan bahwa

/J tn,or.t as

1Vx R).t = lim AS

Ar-.0 LY

dan hasil-hasil lainnya yang sama di mana j dan k menggantikan i. Perkalikan dengan i, j, k dan jumlah-

kan, maka diperoleh hasil yang diinginkan.

Hasil-hasil yang diperoleh ini dapat diambil sebagai titik permulaan untuk mendefinisikan gradien

dan curl. Dengan mempergunakan definisidefinisi ini, dapat dilakuk'an perluasan kedalam sistem-sis-

tem koordinat yang lain daripada sistem koordinat tegaklurus.

25. Buktikan ekivalensi operator

so = riin +#or"Ar-o a 
aJ

di mana o menyatakan perkalian titik, perkalian silang atau perkalian biasa.

Untuk membuktikan ekivalensinya, nraka hasil operasinya pada meCan -r:.ktor din skalar haruslah se-

suai dengan hasil-hasil yang telah dibuktikan.

Jika o adalah perkalian titik, maka untuk sebuah vektor A,

voA = u,, *Jfr""^A[-t 
A.9

(b) (iantikarrBdenganAclalamSoal23, 
{fI 

r"AdY = {{ ", ort.
Ltt AS

atau
diYA = 

^ri3. 
*ff*.^

A.r,

= rim --l- ffo., r,
Ar-o L, 

"O{

yang telah dibuktikan dalam Soal 19.

Begitu pula,.iika o adalah perkalian silang,

currA = vxn = ,$ *llrr"^A1 
a.,

= 
^$s 

*{lnxAds
yang telah dibuktikan dalam Soal 24 (D).

Juga bila " adalah perkalian biasa, maka untuk sebuah skalar @,

vog = ,ffi 1; IJ or"o atau vd = 
^]i *ffr*, Ar As A.,

yang telah dibuktikan dalam Soal 24 (a).
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Misalkan S sebuah perrnukaan tertutup dan r menyatakan vektor posisi dari sebarang titik (x, y, z) yang di-

ukur terhadap titik asal O. Buktikan bahwa

"U:* "5

sanra dengan (a) nol jika O terlelak di luar S, (fi at jtka O terletak di dalam S. Hasil ini dikenal sebagai

teorerua Gauss-

(a) Menurut teorema divergensi, f I T ,t = {J I v. L av .

.tr
fetapiV.l = 0(Soal 19, Bab 4)padasemuatitikdidalam tr/asalkanr*0dalam Iz, yakniasaikan

O berada.di luar Ir jadi berada di luar S. Maka { { '; dS = 0.

s

(D) .lit<a O di dalam S, selubungi O dengan sebuah permukaan bola kecil s berjejari a: Misalkan r me-
nyatakan daerah yang dibatasi S dan s. Maka menurut teorenla divergensi'

lf y,' - flf as* {ly* = titv'fiav = o

,S+sSsT

karenar*0dalamr.Jadi

II'r"
s

a2, 1

7 - -?

ff ,'- ffY ds = ft * ds =+a'

dan

- ta"'
d'

=4n

27. Interpretasikan teorema Gauss (Soal 26) secara Seometris.

Misalkan dS menyatakan luas sebuah elemen

permulaan dan hubungkan semua titik pada batas

dari dS dengan O (lihat gambar di samping), sehing-

ga dengan cara demikian terbentuk sebuah kerucut.

Misalkan dC) luas sebagian permukaan bola dengan

pusat di O dan berjejari r yang dipotong kerucut ini;
maka srdu, ruang yang dibentuk dS pada titik O

didefinisikan scbagai /ar = + yang secara nu-
r

merik sama-dengan luas sebagian permukaan trola

di atas dcngan titik pusat di O dan berjejari satuan

yang dipotong oleh kerucut. Misalkan n adalah nor-
rnal satuan positil terhadap dS dan 0 sudut antara

n dan . maka cos A = \: Juga, dQ = +dS cos 6

= t f as sehinggada; = t!f ds,tanda+

atau - dipilih sesuai dengan sudut 0 yang dibentuk
antara n dan r apakah lancip atau tumpul.

Misatkan S sebuah permukaan, seperti dalam Gambar (a) di bawah, yang adalah scdemikian rupa se-

hingga S dipotong oleh setrarang garis tidak lebih <laripada dua buah titik. Jika O terletak di luar ^l' nrr-ka
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padasuatukedudukanseperti I, Li aS = a-; sedangkanpadakedudukan2,H dS = -da;. Integrasi

melalui daerah-daerah ini hasilnya nol. karena kontribusi terhadap sutltit-ruang saling menghapuskan. Bila

integrasinya dilakukan nrelalui S maka f f ,+ dS = 0, karena untuk setiap kontribusi positif terdapat-s- r"
pula kontribusi negatifnya.

Sedangkan dalam hal dimana 0 terletak di dalam S, maka pada kedudukan seperti S, 94 aS = aa

dan pada +, !4 aS = aa sel.ringga dcngan demikian kontribusinya saling menambah daripada rneng-

hapuskan- Sudut ruang total daiam hal ini sama dengan luas permukaan sebuah bola satuan yang adalah

4zr, sehingga dengan demikia"r .;[/H dS = 4tr.
.t

Cambar (a) Gambar (b)

Untuk permukaan-permukaan S, di rnana sebuah garis dapat memotong S pada lebih daripada dua buah
titik, keadaarr yang tepat sama juga berlaku seperti terlihat pada Gambar (b) di atas. Bila 0 berada di luar
S, misalnya, maka sebuah kerucut dengan sudut puncak di O mentotong S pa.la sejumlah genap tempat-tem-
pat dan kontribusinya pada integral permukaan rdalah nol karena sudut-ruang yang terbentuk di O secara

berpasangan saling menghapuskan. Sedangkan bila O berada di dalam ,S, maka sebuah kerucut dengan su-

dut-puncak di O memotong S pada sejumlah ganjil tempat-tempat dan oleh karena kontribusi yang saling

menghapuskan hanya terjadi untuk yang berjumlah genap, maka selalu terdapat kontribusi 4 7r untuk
seluruh permukaan S.

28. Sebuah fluida dengan kerapatan p (x, y, z, r) bergerak dengan kecepatan v (x, y, z, t). Bila tidak terdapat

sumber dan sungap, buktikan bahwa.

V..r +
7p
?r

= 0 dimana J = pv

Pandang sebarang pernrukaan ylng nrenyelubungi volunre / dari fluida. Massa fluida di dalanr volume

I/ pada setiap saat adalah

Laju pertamhahan massa ini adalah

M = I{I "'
Zo+cvdtfiI

Massa fluida pcr satuan waktu yang meninggalkan t" atlalah
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II *'" "J
(lihat Soal I 5 ) dan dengan demikian laju pertambahan massa adalah

-ilpv.nds = -fitY.pvlav
.sy

menurut teorema divergensi. Maka

[[l utu 
,, = - fflr.(pa)dy

fil ,r.(pvt + *\dv = o

v

X^r"n Vsebarang. intearannya, yang dianggap kontinu, haruslah nol, beldasarkan alasan yang sama

seperti yang dipergunakan dalam Soal I2. Maka

V..l*p = o dimanaJ=pv
?r

Persamaan ini disebut persamaan kontinuitas. Jika p konstan, maka fluidanya tak-termampatkan (incom-
pressible) dan V. v = 0, yakni v adalah solenoidal.

Persamaan kontinuitas di atas juga berlaku dalam.teori elektromagnetik, dimanap adalah kerapatan
mulrtan dan J = pv adalah kerapatan arus.

29. Jika temperatur pada sebarang titik (x, y, z') dari sebuah zat padat pada saat / adalah U(x, y, z, t) dan bila
k, p dan c masing-masing adalah konduktivitas panas, kerapatan dan kapasitas panas zat padat, yang diang-
gap konstan, perlihatkan bahwa

# = *tu dimana k=x/pc

Misalkan V adalah sebarang volume di dalam z.at padat dan misalkan.S menyatakan permukaannya.
Fluks total dari panas yang melalui,S, atau kuantitas panas yang meainggalkan S persatuan waktu, adalah

If ,-.vu)'n as

o

Jadi kuantitas panas yang memasuki S per satuan waktu adalah

(1) ftuvu.^ o' = {fir.Geu) av

s7
menurut teorema divergensi. Panas yang terkandung dqlam volume / diberikan oleh

{[f "0, ,,

Maka laju pertambahan panas adalah

(2) * II{ cpt)dv = I{! "c! n,
YT

Samakan ruas kanan dari (1 ) dan (2),
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-V.(*Vu))dv ; o

dan karena I/ sebarang, integrandnya, yang dianggap kontinu, haruslah nol sehingga

III u, *,
v

1, )-9

! :ak

^aucP -=-
dt

= V. 1r Vul

atau jika x, c, p adalah konstanta-konstanta, maka

W- = !-j.yu = *fa?r cP

Besaran /r disebut koefisien dr'lusi. Untuk aliran panas dalam keadaan tunak (yakni $ = o

bergantung pada waktu) persamaannya ter-reduksi menjadi persamaan Laplace fU = O.

TEOREMA STOKES

30. (a)

(a)

(r)

Nyatakan Ieorema Stokes dalam kata-kata dan (D) tuliskan'dalam bentuk koordinat tegak-lurusnya

Integral garis dari komponen tangensial sebuah vektor A mengelilingi sebuah kurva tertutup sederhana

C samadengan integral permukaan komponen ncrmal dari curl A melalui sebarang permukaan S de-

ngan C sebagai hatasnya.

Seperti dalam Soal 14(D),

A = AJ+A2!+Ask, n = cosdl +cosBJ + co87l

Maka

Vxe

(VxA).n

a.h

dan teorema Stokes menjadi

i r kl

* f, el = ,+ -!t' * (Y-pr'.'*-#'*
A7 A2 l"l

= ,* -lrcosd + (*-p,'*B '(*-fr"o"z
(A1+A2!+,{sk).1drl+ily!+dzh) = Ait + Ardy + Atdz

31.

JI u*- $,"o"o * (* - $,eosB +,* -*tcosTlds = f, n'o'+ A2ctv+ Asdz

s

Buktikan teorema Stokes.

Misalkan S sebuah permukaan yang adalah sedemi-

kian rupa sehingga proyeksinya pada bidang-bidangxy,
yz dan xz adalah daerahdaerah yang dibatasi oleh kurva-

kurva tertutup sederhana, seperti ditunjukkan dalam

gambar di samping. Andaikan .l dinyatakan oleh z =

f(x, y) atau x = g{x, y ) atau y -- h(x, z),di mana f, g, h
adalah fungsi-fungsi yang berharga tunggal, kontinu dan

diferensiabel. Kita harus memperlihatkan bahwa

lJ,v,n,.,r, = t! [vx1r,r+r,J
s.'

+ z{"k)]. n dS
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6l.dr
J,

di mana C adalah batas dari S.

f.
Pertama nandaneJJ [Vx(lrt)].n ds.

t J' t
a a al 7A,. 7A,.a; T, tl = &,-i*'1q".sn3 V x (l1t)

(l)

aLo0

lvx(,{,r)].n ds = ,1},., - }n.xr as

lika z = 
'/(x, y) diambil sebagai persamaan dari S, maka vektor posisi dari sebarang titik pada S adalah

, = li+yl+zk =r t+y!+f(x,y.1k sehingga * =, ** * =, * lr,.Tetapi $ adalahsebuaha! ' 7y 
-' ' a7--- 7y

vektor singgung terhadap S (lihat Soal 25, Bab 3)jadi dengan demikian tegak-lurus n, sehingga

, + = n.J + Pn'k = o 7'
- 4 dY atau n'j = -6"*

Substitusikan dalam (-l ) maka diperoleh

.7A, ?1, Z,E, Z, ?1,.( a;n.r - f n.tl as = (-T;# ".* - -rn.k)ds
at au

(2) [Vxr,{,r)].n ds = - (+,.p},n.k ds
ol Oz dy

Pada S, A{x,y,z'; = A1(z,y,f(x,y)) = F@,y); oleh karena it, ?j' - + I = ]..{ aun?y t"4 ay
(2) menjadi

[Vx(lrr)].n ds = - $ n.r as = -! a,a,dvq
Maka

{[ tr"(rrr)].n ds = tf -{ o,a,
s.P

di mana f adalah proyeksi S pada bidang x-r,. Menurut teorema Creen dalam bidang, integral yang terakhir
f

samadengan $ f a" di mana f adalah batas dari R. Karena pada tiap-tiap titik (x,./) dari f harga dari
-'r

F sama dengan harga .41 pada tiap-tiap titik (r, y, z) dari C, dan karena dx adalah sama untuk kedua kurva,
maka kita harus memperoleh

atau

$ ,O,(rri)l.n ds = 
$ 

n,r,
.9

Begitu pula, dengan memproyeksikan pada bidang-bidang koordinat lainnya,

{r'" = i, n'n'
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={

{

J!

tt
,s

[Vx(lzjl]'n ds

[V x 1,{3ti.1]'n ds

Az dy

As dz

Jadi dengan menjumlahkan,

{ ^.*

Teorenia inijuga berlaku untuk permukaan-permukaan s yang tak memenuhi persyaratan-persyaratan

yang dikenakan di atas. Karena andaikal -t dapat dibagi-bagi kedalam pertnukaan-permukaan S1' 52' "'' Sp

dengan batas-batas C1, ('2. ..., Ct yang mana nremenuhi persyalatan'persyalatan diatas, maka teorema

Stokes berlaku untuk tiap-tiap peimukaan. Dengan menjumlahkan integral-integral permukaan ini' maka

diperoieh integral permukaan total melalui .S. Dengan menjun lahkan integral-integral garis yang bersangkut-

an scpz,njang Cr, Cz, ..., Cp. maka diperoleh integral garis seoanjang C'

J2. PeriksatahkebenaranteoremaStokesuntuk A=(2x-y)i'yz'i- v2sk,dimana'Sadalahseparuhdariper-
nlrkaan bola x2 + y2 + z2 = l bagian atas dan C batasnya

Batas C dari S adalah sebuah lingkaran dalam bidang.t,r' yang berjejari satu dan berpusat dititik asal'

Misalkan x=cost, y--sint, z=0, O(r(2aadalahpersamaan-persamaanparameterdariC. Maka

f { ,, "A).n ds

,t

{ n.". = $ ,*-yl tr - y* ay -- y2z dz
Jc Jc

1"" ,,cos' - sin') (- sin') d' rt

't n* 
,ro, = n ['{G oro,J J roro

x= -r 
,_- _,/l_-xz

dan terbuktilah kebenaran teorema Stokes.

33. Buktikan bahwa syarat perlu dan cukup hahwa { n'O, = 6 untuk setiap

vxA=0 
r- ---"-" r - Jc

rjk
aaa
?z iy E,Iuga, Vxe

?-x -y -yz2 -y2z

Maka

karena n .k dS = dxdz dan R adalah proyeksi S pada bidang -r1,. Integral yang terakhil ini sama-dengan

//<v"nr..,' = {{u."0'= {[0",,.ssR

= n ['
"o

,/t-"ra" = 'tr

kurva tertutup C adalah

Syurat cukup- Andaikan Vx A = 0. Maka menurut teorema Stokes

= fi 1Vxn1'n ds

.s
f, n'o' =0
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l-,orar pcriu. Andaikan ! e.* = 0 sepanjangsetiaplintasantertutupC,dananggaplah Vx I l 0pada
Ja

beberapa titik /,. Maka dcngan rilenganggap V"e kontinu maka akan terdapat suatu daerah dengan p
sebagar trtrk urtcrior, dimana Vxe I O. Misalkan S sebuah permukaan yang terkandungdalam daerah
irriyangnormalnyanpadatiap-tiaptitikmemilikiarahyangsanrasepertiVxA,yakni Vx6=6n dimanaa
adalah seb '.h konstanta positif. Misalkan ('adalah batas dari S. Maka menumt teorerna Stokes

{ ^." = ;ff,v,nr.n as = a [[ "." as > o

yang mana bertentangan dengan hipotesis bahwa
VxA = 0.

Juga diperoleh bahwa Vx4 = 0 adalah suatu

$ O. O, = 0-.Jadi hal ini mempertihatkan bahwaJc 
rP^

syarat perlu dan cukup agar integral *rO 
J,' 

A. d,
,1

tidak bergantung pada lintasan yang menghubungkan titik-titik P1 dan P2. (Lihat Soalsoal l0 dan 11,
Bab 5)

34. Buktikan f ,, ** =

3['a.'<n'ct

{ "',"'*,

c'1[ a"n

II ,r,(Bxc)l.n ds

fi U..nre - c(V.s)l. n as

B d^S.

\mbilkan A = B x c dalam teorema stokes, di mana c sebuah vektor konstan. Maka

ff ,"'v' *
t

Karena C vektor konstan sebarang maka f nrr,

il 
"1v.n1l.n 

ds

ff ". [n1V.a1] ds

B)lds = ".Il(nxv)xBds
5

= ;fftn,Vl*aas
s

fi f,".rtBl. n ds -

il ". [Vrn.nl] as -

.. {f [vrn.nr - n(v.

35. Jika AS adalah sebuah permukaan yang dibatasi
dari A.l tetapi tidak terletak pada Cdan n adalah
di P berlaku

(curlA).n = lim

oleh kurva-kurva tertutup sederhana C, P sebarang titik
normal satuan terhadap AS di P, maka perlihatkan bahwa

AJ_o AS

di mana limitnya diambil sedemikian rupa sehingga A.i menyusut ke titik p.

MenurutteoremaStor<es,;fl<curl A).n ds = 
{ ^.".



TEOREMA DIVERGENSI, TEOREMA STOKES, DAN TEOREMA INTEGRAL YANG BERKAITAN 133

pergunakan teorema harga rata-rata untuk integral-integral seperti dalam Soal-soal l9 dan 24, maka

bentuk ini dapat dituliskan sebagai berikut

f e,.a,

("*I A)*
As

dan hasii yang diinginkan segera diperoleh dengan mengambilkan limit AS + O.

Hasil ini dapat dipergunakan sebagai titik-awal untuk mendefinisikan curl A (lihat Soal 36) dan adalah

bermanfaat untuk memperoleh curl A dalam sistem-sistem kbordinat yang lain daripada sistem koordinat

tegak-lurus. K"r"nu d A. d, disebut sirkulasi dari A mengelilingi C, maka komponen normal dari Curl
uc

dapat diinterpretasi secara fisis sebagai limit dari sirkulasi per satuan luas, jadi menerangkan sinonimnya

rotasi dari 6 (rot A) daripada curl dari A.

36. JikacurlAdidefinisikanmenurutproseslimitdarisoal 35,makacarilahkomponenzdaricurlA.

Misalkan L)FG H adalah empat-persegi-panjang yang sejajer dengan bidang xy dengan titik interior P(x'

y, z) diambil sebagai titik-pertengahan, seperti diperlihatkan daiam gambar di atas. Misalkan At dan Az

komponen-komponen A di P datam arah-arah x positif dan y positif.

Jika C adalah batas dari empat-persegi-panjang, maka

a. dr

I ?lt
2a!

t 7Az
ia-

I
flE

{
Gfl

I
FE

{
EI

J
FG

{ ^." I^'"+
E?

* * a,,4,.oy

t ?1, a,., a,22,

A.dt + A.dr +

Tetapi A.dt = (At*

A. d,r = (42 +

{ ^-* 
= -(aL+

Gfl

I n.r, = -(At-
EE

6 *a'
J

= Iim -----:-
A9-o As

Lvl L,

&lAr

di mana telah diabaikan suku-suku infinitesimal-infinitesimal yang berorde lebih tinggi.

f aA^ 7,q,.
Jumlahkan, maka secara pendekatan kita peroleh 

I 
n'r, = (; - fl 

A" & .

Karena A.! = Ax A,t', maka

kotnponenz tlaricurl A= (curlA)'k
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= lim
&-o
Ly-o

-Z+
7x

Vt- Ze,(=i _ a_.)& A7
da dv_-__*a-

A,x rl/

Soal-soal Tarnbahan

37. Periksalah kebenaran teorema Green dalam bidang untuk $ G*'-ey'1lx + (4y *6xy)ti,, di mana C ada-

lalr batas daerair vang didefinisikan oleh: 1o; y =,/;, y"= 12i (b) x=O,T=o, x+y = 1.
Jay'ab. (a) harga kedua-duanya - 312. (b) harga kedua-duanya = 5/3.

33.Hitunglah f <zr**y1ar+Qx-\y)dy dimanaC,sebuahlingkaranberjejariduadenganpusatpad,titik-
c

asal dan bidang.r.v. dilintasi dalam arah positif. Jawab. * 8r

39. Kerjakansoalsebelumnyauntukintegralgaris f G2ry2\d.x+?xy2dy, Jau,ob. l2n.

40. Hitungtah f <r2-uyla, +1fy+s1dy *",i'r",trrr,, batas dari daerah yang didefinisikan oleh-rrr = 8x

dan -r = 2 (a) secara langsung, (D) pergunakan teorema Green. Jawab. 12815.

r (a.2)
41. Hitunglah../ (6zy-y21dx+G;-2ty\dy, sepanjangcycloidx =0 -sin0, y=l -cos0.-(o,o)

Jawab. -6n2 -4tr

42. Hitunglah f {rr'*Zy1a, * @+Bcos1\d.! sepanjang. empat-persegi-panjang yang memiliki titik-titik

sudut di i0,0). (2,0), (3, 1) dan (1, 1). Jawab. - 6

43.Carilahluasdaerahyangdibatasiolehsatulengkungandaricycloidx=a(0 -sin0), ),=d(l-cos0),
a ) 0 dan sumbu -r. Jawab. 3na2 .

44. Carilah luas daerah yang dibatasi oleh hypocloid ,'fr *y'h = a2h, asO. petunjuk: persamaan-persa-

maan parameternya adalah , = a cost0, y = a sirl3 0. Jawab. 3na3/a .

45. Perlihatkan bahwa dalam koordinat-koordinat polar (p,Q)pernyataa xdy - ydz = f do. Interpretasikan

* f ,dy-ya*.
46. Carilah luasloopyangterdiriatasenrpatlembarrose p=3sin'20. Jawab. 9n18.

47. Carilah luas kedua buah loop dari lcmniscate p2 = a2 cos 2Q. Jau,ab. o2

48. Carilah luas loop dari. folium Descartes x3 + ys =
3ux1', a)0(lihatgambardisamping).Petunjuk.. y
Misalkan / = t-r dan peroleh persamaan parameter
dari kurva ini. Kemudian pergunakan kenyataan
bahwa

Luas=l$,ay-ya,
=;f ;ag
= Lf '"a'

Jawob. 3a2lz..

_ ?et
a.
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49. Periksalah kebenaran teorema Green dalam bidang untuk 6 <u-fla, - xydy, dimana Cadalah batas
uc

dari daerah yang dibatasi oleh lingkaran-lingkaran *' *y'= I dan x2 +y2 =9. Javvab. Harga kedua belah

ruas = 60 zr

50. Hirunglah f 
(-l '0) - y d-x +-x dy . sepanjang lintasan-lintasan berikut :" J(r,o) x2 +y2

(a) potongan-potongangaris-lurusdari(1,0)ke(1,1),kemudianke(-1,I),dankemudianke(-l'0)
(b) potongan-potongangaris-lurusdari(1,0)ke(1,-l),.kemudianke(-1,-l),dankemudianke(*1,0)

Perlihatkan bahwa meskipu" Y = #, tetapi integral garisnya bergantung pada lintasan yang menghubung-

kan (1, 0) dengan (- l, 0) dan j'elaskan.

Jawab. (a) t. (b) -1r.

5 l. Dengan merubah variabel-variabel dari (x, y) ke (u, u) menurut transformasi x = x (2, r'). y (u, v), maka per-

lihatkan bahwa luas ,4 dari daerah R yang dibatasi oleh kurva sederhana C diberikan oleh

1"4
?z ?u

7r4
?" ?u

adalah Jacobian dari x dan _y terhadap u dan v. Batasan-batasan apakah yang harus dibuat ? Ilustrasikan ha-

silnya di mana a dan v adalah koordinat-koordinat polar.

Petunjuk : Pergunakan hasil I = L I ray--ydr,transformasikanke kocrdinat-koordinat u,vdankemuCian

pergunakan teorema Green.

52. Hittrnglah [[ r'n d5, 61 mana F = 24'i+ yz2i+ xz k dan l- adalah :

a
' (c) permukaan balok yang dibatasi oleh x = 0, y = 0, z = O, x = 2, y = | dan z = 3 -

(D) permukaan dari daerah yang dibatasi oleh x = O, l' = 0, y = 3, z = 0 dan x + 2 z = 6.

Jawab. (a) 30 (b) 35112

53. PeriksalahkebenaranteoremaGreenuntuk A=2x2yi-y'j+4xz2kyangdiambilmelaluidaerahdaiam
oktan pertama yang dibatasi oleh y2 + z2 = 9 dan x = 2. Jawab. 1 80

54. Hitunglah t { r." dS di mana (c) S adalah permukaan bola berjejari 2 dengan pusat di (0, 0, 0), (D) S

,t
adalahpermlkaankubusyangdibatasiolehx= -1, y=-1, 2=-l,x=1, y=1, z=L. (c) Sadalah
permukaan yang dibatasi oleh paraboloid z = 4 - (r' + y') dan bidang xy.
Jawab. (a) 32r (b) 24 (c) 24tr

55. JikaSadalahpermukaantertutup sebarangyangmenutupisebuahvolume'VdanA=axi+bl;*czk.ma-

ka buktikan bah*a If A. n dS = (a +b +c)V.

s

56. Jika H = curl A, maka buktikan A^n*a [[ H.n dS = 0 untuk sebarang permukaan tertutup S.

,'

57. Jika n adalah nonnal satuan berarah keluar pada sebarang permukaan tertutup dengan luas S, maka perli-

hatkan bahwa JJF ut, " dY = s .

Y

58 Buktikan t{{r"! = [[+*.rs
5e. Buktikan [{,'" as = {[[ s,sr av.

sr

^ 
-- [[ I t<fitl a"a" dimana r<fit =

,?
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50. Buktikan [{ " aS = O untuk sebarangpermukaan tertutup.S.
D

6I. perlihatkan bahwa identitas Green kedua dapat dituliska n seaazai ! [ [ (Ov'* - ,1.,g241av =

{{,o# - *fftos '
62. Buktikan //r " 

aS = O untuk sebarang perrr,ukaan tertutup ,S.

c

63. Periksalah kebenaran teorema Stokes untuk l=(y - z+2)i+Qz+a)i -xzk,d.i manaSadalahpermuka-
ankubusx=O, y.=O, z=O, r=2, y=2, z= 2 diatasbidangxy.
Jawab. Harga kedua belah ruas = -4.

64. Periksalah kebenaran teorema Stokes untuk F = xzi * yi+ x2 yk,di mana,S adalah permukaan daerah yang
dibatasi oleh x = 0, y = O, z = 0, 2x + y + 2 z = 8 yang tak termasuk daiam bidang xz.
Jawab. Harga kedua belah ruas = 32/3

65. Hitunglah {favrrl."ds, dimanaA = (x2 + y -4)i+3xyj+(2xz+22)kdan,sadatah(a) separuh
,9

permukaanbola:r2 +y2 +22 = 16diatasbidang.xT, (D) paraboloid z=4-(x2+y2ldiatasbidangxy
Ja--ab. (a) - l6n, (b) - 4n

66. Jika A= 2yzi - (x + 3y - 2)j+ (r2 + z)k,makatritunefafrJf<VxA).n dSmelaluipermukaandariirisan

silinder-silinder x2 + y2 = 02 , x2 + z7 = a2 yang terkandung auf,.n oktan pertama.

-2
Jawob. - fulsn*a,"1

67. Sebuah vektor B selalu tegak-lurus (normal) pada permukaan tertutup S. Perlihatkan irrnna [ [ [ cdn aV

= 0, di mana Iz adalah volume yang dibatasi oleh,S. f

68. Jika $ t.a, = -++ [[^.ar.aimanaSadalah sebarang permukaanyangdibatasiolehC,makaper-Jc " o' uru

lihatkan bahwa Vx E = - 1?E .r?r

6e. Buktikan f^O o, = fI ar,Va.,,,
70. Pergunakan operator ekivalendariSoal-soalyang dipecahkan no.25 untuksampaipada 1c1 VS, 1a1 V.e,

(c) V x A dalam sistem koordinat tegakJurus.

?r. Buktikan {{[va.o av = IIO^.n ds - {[{+v.n or.

72. Misalkan r vektor posisi dari sebarang titik relatif terhadap sebtrah titik asal O. Andaikan @ meruiliki turun-
an-tunrnan kontinu yang sekurang-kurangnya berorde dua dan misalkan S sebuah permukaan tertutup yang

membatasi sebuah volume I Nyatakan p di O oleh {6. Perlihatkan bahwa

[[ r+vd - dv<]rl .r, = [l{v\! on * o

di mana a = 0 atau 4 nSo sesuai dengan apakah O di luar ataukah di dalam S.
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73. Potensialp(P) disebuahtitikP(x,y,z)yangdisebabkanolehsuatusistem muatan-muatan (atau massa-massa)

Q r, Qz, ..., q n yan1 memiliki vektor-vektor kedudukan rt , lz , --., r' terhadap P, diberikan oleh

+ = iv#,'*
Buktikan hukum Gauss 

! [ a- a" = tn Q

s

dimana S = -Vd adalah intensitas medan listrik, S sebuah permukaan yang menutupi semua muatan-

n
dan Q= f, e' adalah muatan total di dalam S.

74. Jikasebuahvolume ruangVyangdibatasiolehpermukaanSmemilikidistribusimuatan(ataumassa)yang

kontinu dengan kerapatan p, maka potensial 0(P) disebuah titik P didefinisikaa oleh += I U ry -

Dedukpikan hasil-hasil berikut di bawah anggapan-anggapan yalg sesuai : 
Y

<,t l/"'a. = n" f {.!cdY. dimana E=-vd.
sr

@ ,f O = -bnp (persamaan Poisson) di semua titik P di mana terdapat muatan, aan !F$ = 0 (persamaan

Laplace) di mana tidak terdapat muatan-
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